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شدت تنش با قابلیت اطمینان بالا به وسیله تخمین  تعیین ضریب

 خطا و حل تطبیقی در اجزای محدود

 2و محسن امدادی 2، احمد گنجعلی1بهروز حسنی

 

از آنجا که این امروزه استفاده از روش های عددی به ویژه روش اجزای محدود، در حل مسائل متفاوت کاربرد فراوانی دارد.  :چکیده

         رو آموزش کاربران  از این .داردتوزیع خطاها اهمیت بسیار زیادی  ی، داشتن درکی واقعی از میزان و نحوههستندتقریبی ها روش

در این راستا بررسی بار باشد. تواند فاجعهعدم توجه به آن می و استوری نرم افزارهای تحلیل و طراحی مهندسی در این رابطه امری ضر

موضوع این مقاله  ،دار تحت کشش با روش اجزای محدود همراه با تخمین خطا و حل تطبیقییب شدت تنش صفحه ترکتعیین ضر مسأله

با استفاده از  تخمین خطای تحلیل اجزای محدودبه زبان فرترن نوشته شده است که قادر به ای کامپیوتری است. به این منظور برنامه

 یجهت بهبود شبکه ،در هر مرحله تجدید المان بندی . همچنین حل تطبیقی باباشدمیرا روش بازیافت تنش بر مبنای نقاط فوق همگ

می شود  ه، مشاهد ANSYSدست آمده با تحلیل تئوری و همچنین نرم افزار تجاری ه پذیرد. با مقایسه نتایج باجزای محدود صورت می

تواند برای تعیین ضریب و می داردتری ی  مناسبیین پژوهش کاراورد خطای حل اجزای محدود در اآالگوریتم مورد استفاده جهت برکه 

 های دلخواه به کار رود. های پیچیده با ترکشدت تنش در سازه

 

 ضریب شدت تنش، تخمین خطا، حل تطبیقی کلمات کلیدی:

 

 مقدمه -1

گام با رشد علوم و فناوري، مسائل مهندسی نیز  روز بزه هم

لز وم  تر شزدن مسزائل وپیچیدهتر می شوند. با روز پیچیده

دیگزر  ،هزاي تللیلزیهزا، روشتزر آنتر و دقیز حل سریع

گوي نیازهاي روز افز ون جوامزع نیسزتند. بزا  نزین جواب

در کنزار توسزیه  کننزدیمزنگرشی، ملققان همواره سزیی 

 هاي عددي را نی  توسیه بخشند.مبانی علوم، روش

ه کاربرد ی است کیهایکی از روش ،روش اج اي ملدود

هاي مهندسی وبه فراوانی در حل مسائل بسیاري از رشته

و در  ند دهه  خصوص مسائل مکانیک جامدات دارد

ی در بسیاري از به عنوان یکی از دروس دانشگاه گذشته

  .رشته هاي مهندسی آموزش داده می شود

 

 

 

 

 

 

 

            با توجه به استفاده بسیار وسیع از این روش در 

 ارهاي تجاري تللیل و طراحی مهندسی و نظر به نرم اف

تواند منجر به نتایج اینکه عدم توجه به تقریبی بودن آن می

کاملاً اشتباه و بیضاً فاجع بار گردد، پرداختن به موضوع 

مهم بررسی خطاها و گنجاندن مباحث برآورد خطا و حل 

هاي تطبیقی در سر فصل دروس دانشگاهی و نی  دوره

باشد که اهمیت بسیار زیادي برخوردار می آموزشی از

هاي توسیه این روش ریشه متأسفانه از آن غفلت شده است.

  جو کرد. ومیلادي جست 8491ل دهه یرا باید در اوا

هاي اج اي ملدود به شکل امروزي آن، ریشه در روش

در سال  دارد. 8491و همکاران وي در سال  ترنرکارهاي 

کاربرد  .ملدود را بر این روش نهادنام اج اي  کلاف، 8491

سال  اي دراین روش براي حل میادلات دیفرانسیل پاره

 .[8] پیشنهاد شد و  ونگ زینکویچتوسط  8499

کامپیوتر سازي رخدادهاي فی یکی توسط از همان آغاز مدل

عددي  خطاهايوجود  ،گیري مبانی اج اي ملدودو شکل

 
  11/12/78و تاریخ تصویب نهایی  11/11/78 تاریخ دریافت مقاله

 دانشکده مهندسی، دانشگاه صنیتی شاهرود )نویسندۀ دانشیار، -8

 b_hassani@iust.ac.ir      ، پست الکترونیکی:               مسئول(
عمران ، دانشگاه  دانشکده مهندسی دانشجوی کارشناسی ارشد، -2

 نیتی شاهرودص
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  است. از اولین منشأ اصلی نگرانی بوده  ،ملاسبات در

  ،مطرح گردیدتخمین خطا  مسألههایی که در آن مقاله

در سال  ریچاردسونهایی که توسط مقاله توان بهمی

 . کار اصلی در تخمین خطا دراشاره کردنوشته شده  8481

روش  .آغاز شد رینبولت وبابوشکا توسط  و 8411سال 

گروه از مانده را در یک اساس بود، که باقی ها بر اینآن

و به  دادندمیها و یا یک المان تنها مورد بررسی قرار المان

. در سال [2] توانستند خطا را تخمین ب نندکمک آن می

روشی براي برآورد خطا بر اساس  زوزینکویچ و  8411

               . [3] ها پیشهاد کردندبازیافت تنش

ن اي براي تخمیهمین ملققین در همان سال روش ساده

هاي ملدود و شکلی خطاي کلی و مللی در حل المان

. در [3] کردند ارائهرا  hساده از آنالی  تطبیقی به روش 

را در  SPR8 روش 8442این دو ملق  در سال  ،ادامه

هاي ملدود وآنالی  تطبیقی، طی برآورد خطاي حل المان

 .[9و9] میرفی کردند ،دو مقاله میروف

روش  اصولتا خواننده را با است  کردهتلقی  حاضر سیی 

بازیافت تنش بر مبناي نقاط به ویژه روش  ،تخمین خطا

آشنا سازد و همچنین  گونگی حل  (SPRفوق همگرا )

با تطبیقی در روش اج اي ملدود را بیان کند و در نهایت 

یک روش با قابلیت اطمینان بالا و دقت کنترل شده به  ارائه

دار تلت کشش ترک يشدت تنش صفله ضریبتییین 

اي کامپیوتري به زبان فرترن به این منظور برنامه .بپردازد

نوشته شده است که قادر به تخمین خطاي تللیل اج اي 

با استفاده از روش بازیافت تنش بر مبناي نقاط فوق  ملدود

باشد. همچنین حل تطبیقی با تجدید می (SPR)همگرا 

ي وش تولید شبکهبا استفاده از ر بندي در هر مرحلهالمان

اج اي ملدود  يجهت بهبود شبکه 2پیشرونده يجبهه

 ،دقت حلبررسی کارایی برنامه و  براي پذیرد.صورت می

 حاصلهنتایج تئوري و همچنین نتایج دست آمده با ه نتایج ب

 شده است. مقایسه ANSYSاز نرم اف ار 

 

 های برآورد خطا مبتنی بر بازیافت تنش روش  -2
دیفرانسیل الاستیسیته توسط روش  يمیادلهپس از حل 

جایی در هر هبه دست آوردن مقادیر جاب اج اي ملدود و

گره، در صورتی که به دست آوردن مقادیر دقی  تنش 

ها و یا ها، روي مرز المان( در گرهجاییهجاب )گرادیان میدان

هاي هر جاي دیگر از دامنه مورد نظر باشد، باید از روش

هاي به کار گرفته المانزیرا اگر  ؛ش استفاده نمودبازیافت تن

جایی هباشد، تنها تابع جاب 0C، از درجات پایین، مانندشده

ها پیوسته بوده و تنش یا در نقاط گرهی و مرز المان

    گرادیان میدان در آن نقاط گسسته و همراه با پرش 

همیت بلث بازیافت تنش پی توان به امی از اینجاباشد. می

مشخص، ن دیک به حل  باید فقط یک مقدار برد. زیرا قاعدتاً

که  دقی ، براي مشت  اول یا تنش در هر گره موجود باشد

به دست آوردن این مقدار، با استفاده از عملیات تکمیلی 

روي نتایج حاصل از حل روش اج اي  ربازیافت تنش ب

هاي مختلفی مل روشخود شا وباشد، ملدود مقدور می

 است. 

است که  روشی ،بازیافت تنش توان گفت کهمی به طور کلی

یا )هموار نمودن میدان تنش  و بالا بردن دقت، هدف از آن

به دست آمده از حل اج اي  جایی(هجاب گرادیان میدان

اج اي ملدود،  در این روش، با استفاده از حل ملدود است.

اصی که دقت بالاتري نسبت به تابع مورد نظر را در نقاط خ

به ها در ز آندست آورده و ا به ها دارندسایر نقاط و گره

 .کنیمیممقادیر بهبود یافته استفاده  دست آوردن

 مقادیر بهبود دست آوردن لازم به یادآوري است که با به

توان یافته تنش در نقاط خاص مذکور در بالا، به راحتی می

ویژه نقاط گرهی را  هر نقطه دیگر، و بهتنش بهبود یافته در 

ها به یابی با استفاده  از توابع شکل الماندرون يبه وسیله

 [:9] صورت زیر به دست آورد

(8) 
**

σ Nσ 

که در آن
*

 و  مقادیر مربوط به نقاط با دقت بالاترN 

ها است. با استفاده از این مانتوابع شکل مورد استفاده در ال

میدان بهبود یافته، خطاي بازیافت به صورت زیر تیریف 

 شود:می

(2) * *
σ he = σ -σ 

اج اي تللیل متیارف تنش ناشی از  h بالا يکه در رابطه

هاي متیددي براي بازیافت تنش از باشد. روشملدود می

توان به ود وجود دارد که از آن میان میلداج اي محل 

روش استفاده از و  2L3روش تصویر  ،روش میانگین گیري

اشاره کرد. در ادامه تنها به بیان و تشریح همگرا  نقاط فوق

روش میروف بازیافت تنش بر مبناي نقاط فوق همگرا که 

 شود.اخته میآن استفاده شده است، پرد در این پژوهش از
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 گرا ازیافت تنش بر مبنای نقاط فوق همروش ب -3
توسط  8442در سال  SPR)) این روش بازیافت تنش

بلندي در بازیافت  گام بسیار ابداع شد که زوو  زینکویچ

. امروزه این روش به عنوان یکی [9] شودتنش ملسوب می

ها براي برآورد خطا در مسائل ثرترین روشؤاز بهترین و م

فاده رود. اساس این روش برمبناي استمی هندسی به کارم

این نقاط  است. هاگرا در المانهمنقاطی به نام نقاط فوق از

دست آمده از تللیل تقریبی نسبت به سایر نقاط از ه تنش ب

و همگرایی گرادیان تابع،  باشددقت بیشتري برخوردار می

ط به حل یک مرتبه از مقداري که از تقریب تابع شکل مربو

همین دلیل به این رود، بالاتر است. به تقریبی انتظار می

شود که اولین بار توسط همگرا گفته مینقاط، نقاط فوق

 .[9] مطرح شده است بارلو

 يراي مشخصهدا اج اي ملدود، نقاط گوسی يهادر المان 

برازش یک میدان به  با SPRروش  در .مذکور هستند

یب نامیین بر روي گرادیان اي با ضراصورت  ند جمله

هاي متصل حاصل از روش اج اي ملدود روي گروه المان

شود. این تییین می ،، میدان گرادیان بهبود یافته9به هر گره

 شود:میدان به صورت زیر فرض می

(3) *
pσ Pa 

*فوق  يرابطهدر 

p ،تنش بهبود یافته ،P تک  يموعهمج

 aهاي حداکثر هم درجه با توابع شکل المان و ايجمله

مقادیر  9با کمینه کردن تابع  ول هستند.مقادیر ثابت مجه

 .[9] آیدبه دست می 9 يمجهول مطاب  رابطه
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 شوند:ریف میبه صورت زیر تی  bو A ،9 يدر رابطه
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تنش به دست آمده از روش اج اي  hدر این روابط، 

مختصات نقاط فوق همگرا یا نقاط  iyو  ixملدود، 

هاي موجود در هر تیداد المان nو  یههر ناح در تنشبهینه 

  ناحیه است.

 

 معیارهای بیان خطا  -4
در حالت کلی، خطا عبارت است از اختلاف بین حل دقی  

دست آمده ه و حل تقریبی که به روش اج اي ملدود ب

 دست ه صورت زیر به است. بنابراین خطاي حل تنش ب

 آید:می

(1) σ he = σ-σ 

دم میدان تنش دقی  است. اما به دلیل ع  آن که در

توان از میدان تنش دسترسی به میدان تنش واقیی می

که این میدان تنش جدید توسط  ،اصلاح شده استفاده کرد

دست آمده است. بنابراین ه هاي بازیافت تنش بیکی از روش

 شود:صورت زیر ملاسبه میه خطاي تقریبی ب

(4) *
σ he = σ -σ 

اخیر مقدار خطاي تقریبی را در یک نقطه برآورد  يرابطه

یک از  ، در مورد هرکه این مقدار ضمن این ،کندمی

تر از صفر باشد. کو ک ها، ممکن است از نظر عدديمولفه

 جهتبنابراین براي درک بهتر خطا از مییارهاي بهتري 

ترین مییارهاي بیان از مهم یکی شود.بیان آن استفاده می

در ادامه به تشریح باشد که می 9خطا، مییار خطاي انرژي

 شود.آن پرداخته می

 

 انرژی خطای  معیار 4-1

اي یک المان طب  تیریف، نرم خطاي انرژي دقی  تنش بر

 :[9] شودبه صورت زیر بیان می

(81)                 
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ه تنش ب مقدار دقی  بردار تنش،   بطهدر این را

 ماتریس الاستیسیته و  Dدست آمده از حل تقریبی، 

که در حالت کلی،  با توجه به این باشد.المان می يدامنه

حل تئوري بیضی از مسائل  در ج  در مواردي خاص که

له در دسترس باشد، حل دقی  مسأیسیته موجود میستالا

باشد، لذا به جاي استفاده از می ان دقی  تنش از می ان نمی

آن جهت ملاسبه نرم خطاي انرژي استفاده  يبهبود یافته

تقریبی به صورت  صورت نرم خطاي انرژي می شود. در این
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 شود:زیر تیریف می
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دست آمده ه تنش ب تنش بازیافتی و   در اینجاکه 

باشد. در نهایت مجموع نرم می اج اي ملدوداز تللیل 

ها، نرم خطاي انرژي کل دامنه را خطاي انرژي المان

 دهد.می تشکیل

 

 درصد خطای نسبی  -5

شاخص مناسبی  بیان خطا به صورت مقدار مطل ، عملاً 

خطا به صورت نسبتی  باشد و لذا میمولاًبراي درک آن نمی

رصد خطاي نسبی نرم انرژي با شود. داز مقدار کل بیان می

 شود:زیر بیان می يرابطه
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بلث شد، میدان تنش، کرنش  طور که قبلاً از طرفی همان

ر دست نیست، پس در جایی به طور دقی  دهو یا جاب

ملاسبه مییار خطا بایستی از میدان تنش اصلاح شده 

 استفاده کرد:
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در نتیجه درصد خطاي نسبی نی  به صورت تقریبی و با 

 شود:توجه به حل اصلاح شده بیان می
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 شودبه صورت زیر ملاسبه میو  uفوق  يکه در رابطه
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بنامیم،  له را أ نانچه خطاي نسبی قابل قبول در یک مس

بنابراین شرط یک حل قابل قبول توسط روش اج اي 

 ملدود این است که:

(81)   

درصد در نظر  9در کارهاي عملی کمتر از  میمولاً مقدار 

 [.9] دشوگرفته می

 

 iξتعریف شاخص  -6

 و  ηبیان شد، با ملاسبه  9همان طور که در بخش 

توان به قابل قبول بودن خطاي اتفاق یم آن با  يمقایسه

افتاده در تللیل به روش اج اي ملدود براي ملیط ج ء 

ˆبندي شده پی برد. به طوري که اگر    باشد، خطاهاي

ˆاتفاق افتاده قابل قبول بوده و  نانچه    باشد، خطاي

ر مجاز بوده و براي رسیدن به اتفاق افتاده بیش از مقدا

بندي شده اصلاح گردد. ج ء يجواب قابل قبول باید شبکه

 يا مطرح است، این است که شبکهالی که در اینجؤاما س

     .[9] دبندي شده  گونه باید اصلاح شوج ء

شده اولین راه حلی که به نظر  براي اصلاح شبکه ج ءبندي

ها تا حصول المان يتر نمودن کلیهرسد کو کمی  

دي نیست و باشد. اما راه حل فوق یک راه حل اقتصامی

ب رگ شده و حل آن  رله بسیاشود که حجم مسأموجب می

با ظرفیت بالا باشد. راه حلی که به  ینیازمند نرم اف ارهای

آید از کارایی بیشتري برخوردار بوده و موجب نظر می

تر نمودن گردد، کو کله میأجم مسکمترین اف ایش ح

باشد. یینی در جاهایی که خطا بیش از له میأموضیی مس

در  ، عملیات اصلاحی اعمال شود واستخطاي مجاز 

، استجاهایی که خطاي اتفاق افتاده کمتر از خطاي مجاز 

دست نخورده باقی بماند. در روش اخیر نیازمند اب ار یا 

کمک آن خطاي موضیی  پارامتري هستیم، که بتوان به

میروف است  iبه  کلیه اج ا را ملاسبه نمود. این پارامتر

ملدود  ءبراي هر ج آن  يي ملاسبههکه در ادامه به نلو

 پردازیم.می

مییاري داشته باشیم تا بتوانیم بگوییم که در که  براي آن

 ک تک اج ارا براي ت iکجاها خطا بیشتر است، شاخص 

ر تیمیم خطاي کنیم. به منظوبه صورت زیر تیریف می

فرض  بابوشکامطاب  تیریف  تک اج اها براي تکنسبی نرم
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شود که درصد خطا به طور یکنواخت بین کلیه اج اء می

 شت: . پس خواهیم دا[9] توزیع شده است
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 باشد.می در کل ناحیه  تیداد اج ا mکه درآن 
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* نانچه خطاي مجاز را با 

per
e  نمایش دهیم، خواهیم
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 عبارت خواهد بود با: iطب  تیریف شاخص 
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1iبنابراین به عنوان یک مییار  نانچه    باشد، خطاي

1iام( مورد قبول بوده و  نانچه iج ء مورد نظر )  

 باشد، خطاي ج ء فوق بیش از مقدار مجاز خواهد بود.

 

 حل تطبیقی در اجزای محدود -7
 يیکی از اهداف مهم روش آنالی  تطبیقی پیدا کردن شبکه

اي المان بهینه شبکه يالمان بهینه است. منظور از شبکه

 هاي ثابت، حداقل خطاي حل بهاست که با تیداد المان

روش اج اي ملدود را داشته باشد. اولین تلاش براي 

در  6مارکالو  نایس المان بهینه توسط يرسیدن به شبکه

ها در این روش موقییت گره .[1] صورت گرفت 8419سال 

شود و سپس با استفاده به صورت نامیلوم در نظر گرفته می

ها را توان موقییت گرهاز حداقل نمودن انرژي پتانسیل می

 ايالمانی يشبکه ،هاي آنالی  تطبیقیییین نمود. در روشت

مییار خطاي انرژي به صورت  در آن بهینه است که

یکنواخت روي کل ناحیه توزیع شده باشد. این تیریف 

. و [1و3] اولین بار در مورد مسائل یک بیدي صورت گرفت

هاي آنالی  تطبیقی در حال حاضر این تیریف درهمه روش

هاي مختلفی براي حل تطبیقی در روششود. استفاده می

اج اي ملدود وجود دارد. در زیر دو نوع گروه کلی که 

 .[9] شوندمی گیرند میرفیبیشتر مورد استفاده قرار می

 

h روش اصلاح شبکه -1
ها با : در این روش از المان1

شود، و براي دستیابی به نتایج مرتبه یکسان استفاده می

 کند.ها  تغییر میالمان يمطلوب، اندازه
 

Pروش اصلاح شبکه  -2
هایی : در این روش ما از المان7

 ياف ایش مرتبهکنیم و با با اندازه یکسان استفاده می

خطایی بیشتر از مییار تییین شده هایی که داراي المان

هستند به بهبود شبکه و کاهش خطاي ناشی از حل اج اي 

 پردازیم.ملدود می

مورد استفاده در این  يکه بهبود شبکه این با توجه به

باشد در ادامه به تشریح می hپژوهش به روش اصلاح شبکه 

 شود.این روش پرداخته می

 

 hهای اصلاح شبکه انواع روش 7-1

در این روش :  1ها )غنی سازی(روش تقسیم المان -8 

 استهر المان که داراي خطایی بیشتر از مییار تییین شده 

 .بخش تقسیم می شودبه دو 

 

در این روش تیداد کل :  r11اصلاح شبکه به روش  -2

ماند و له ثابت باقی میأبندي مسهاي تولید شده از مشگره

ها در روي براي رسیدن به بهترین تقریب، موقییت گره

 .کنددامنه تغییر می

 

در  :11بندی دوباره(ها )المانالمان تولیدکامل روش -1 

وي کل دامنه مورد استفاده براي حل اج اي این روش بر ر

شود و براي تولید میهایی با اندازه جدید ملدود، المان

ند و شوهاي اولیه پاک میشبکه، کل المان يبهبود دوباره

 شود. دامنه دوباره المان بندي می

باشد. این روش تا حدودي گران و غیر اقتصادي می  

یدي که تولید مش براي بیضی از در مسائل سه بُ مخصوصاً



 روز حسنی و همکارانتییین ضریب شدت تنش با قابلیت اطمینان بالا به وسیله تخمین خطا و حل تطبیقی در اج اي ملدود                                    به 

 

 

 281                8311  تابستان، 3 ، شماره3، جلد سومفناوري آموزش، سال  نشریه علمی پژوهشی               

باشد. مشکل بیدي که در این روش ها مشکل میالمان

هاي اولیه وجود دارد، انتقال نتایج و داده هاي ناشی از مش

دست ه باشد. با وجود این، نتایج بهاي ثانویه میبه مش

بسیار عالی بوده است و براي مسائل  ،آمده از این روش

مسائلی که شکل  مخصوصاًمهندسی زیادي، -کاربردي

کند، بهترین روش براي ها در طول آنالی  تغییر میالمان

در این پژوهش از این  .[9] رودحل تطبیقی به شمار می

 اج اي ملدود استفاده شده است. روش در بهبود شبکه

 

 اجزای محدود یتولید شبکه  -8

ها یکی از مراحل مهم در حل مش بندي و تولید المان

اي با روش اج اي ت دیفرانسیل با مشتقات پارهمیادلا

 ملدود در مسائل مکانیک جامدات است.

 هندسی شکل جایگ ینی و بندي تقسیم مفهوم به مش تولید

 مسائل حل براي .باشدمی ترکو ک و ترساده قطیات با اولیه

 مدل بایستی ابتدا ملدود، اج اي روش از استفاده با ايسازه

 بدین .شود تبدیل ملاسباتی مدل کی به اولیه هندسی

 . باشدمی مش تولید کار، بخش ترینمهم منظور

تولید شبکه اج اي ملدود به صورت این پژوهش، در 

و  شش گرهی هاي مثلثیاتوماتیک و با استفاده از المان

 نشان داده شده در ای وپارامتریکهشت گرهی   هار ضلیی

ساختار  تبه صور ،شبکه این گیرد.انجام می 8شکل

شود. تشکیل می 83پیش رونده يو به روش جبهه 82نیافته

 که هستند هاییروش یافته،ن سازمان مش تولید هايروش

 ها وتیداد گره دامنه، داخل در موجود المان و گره هر براي

و تولید  باشدمین ثابت هاآن همسایگی در موجود هايالمان

زم به ذکر است که لا. پذیردمی صورت هم مان طور بهها آن

اج اي ملدود تنها به کمک این نوع  بهبود مللی شبکه

 امکان پذیر است.بندي روش مش

 
 های مورد استفاده جهت شبکه بندی دامنه المان 1شکل 

الگوریتم به کار رفته در برنامه قادر است که بید از تخمین 

خطاي اج اي ملدود،  گالی مش مورد نیاز را در نواحی 

ف ناحیه تییین کند و بر اساس آن حل تطبیقی انجام مختل

 پذیرد.

 

 شدت تنش ضریب -9

روشی براي بیان میدان و  ،مکانیک شکست ارتجاعی خطی

توزیع تنش در ن دیکی نوک ترک بر حسب بارگذاري در 

 دست، اندازه و شکل هندسی ترک یا ناپیوستگی  دور

رتجاعی ترین اصل مکانیک شکست اباشد. مهمگونه میترک

خطی این است که توزیع تنش ن دیک یک ترک نوک تی  

          ،Kتنش  شدت ضریببر حسب یک کمیت به نام 

قابل بیان است که به هر دو عامل، )mMpa ا واحدب(

)دست  تنش وارده به قطیه در دور ) قطیه  يو هندسه

شدت تنش  ضریبتوسط ستگی دارد. ب ،)شامل طول ترک(

دست  توان تنش موضیی در نوک ترک را به تنش دورمی

 اگر .[4] کرد)مانند تنش اعمال شده به قطیه( مرتبط 

اي به عرض ناملدود که تلت بار کششی یکنواخت صفله

 در 2aدر دوردست قرار گرفته و داراي ترکی به طول 

 2b( که در آن 2نظر قرار گیرد )شکل وسط است، مورد

مقدار  شود،تر از طول ترک در نظر گرفته میبسیار ب رگ

)شدت تنش ضریب )IK [4] شودبیان می صورت زیره ب: 

 

 

 
 

 صفحه با عرض محدود دارای ترک مرکزی 2شکل
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در نظر گرفته  2bدر صورتی که عرض ورق ملدود و برابر 

یب تصلیلی باید در نظر گرفته شود تا بتوان اثر شود، ضر

نمونه در توزیع تنش نوک ترک را در رابطه  يهاي لبهتنش

شدت  ضریبشدت تنش وارد نمود. در این حالت  ضریب

    :[4] تنش خواهد بود
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شدت تنش بر اساس نتایج تللیل  ضریب ينلوه ملاسبه

دین صورت است که با توجه به ب یديدوبُ اج اي ملدود

، با میلوم بودن29 يرابطه
y شدت تنش  ضریب ،ضریب

در  rبر حسب  IKیابی منلنی تغییراتبا برون توانمی را

0rنقطه   [4] ملاسبه نمود. 

 

 لهأتعریف مس  -11
ملدودي با ترکی در قسمت میانی تلت کشش قرار صفله 

و =GPa211 Eدارد. صفله از جنس فولاد، با مدول یانگ 

و  m9/1b=2است. عرض صفله  =3/1 ضریب پواسون

باشد. می m 19 /1a =2عرض ترک در قسمت میانی صفله 

اي و گسترده در وجه بالا و پایین نیروها به صورت لبه

گردند. نیروي گسترده اعمالی به ونه، به مدل اعمال مینم

نیوتن بر متر بوده که با توجه به واحد  981811مقدار 

هاي در لبه MPa811برابر  یبودن عرض نمونه، موجب تنش

له شکست را الاستیک أمدل خواهد گردید. در این مس

اي در رنش صفلهکنیم و صفله را داراي کخطی فرض می

از مدل مورد  9/8 گیریم. به دلیل تقارن مدل، فقطنظر می

                                                                                                 (.3)شکل گیردآنالی  قرار می

 
 

 [11] صفحه با ترک میانی 1شکل

  به صورت تئوري با استفاده از  IKشدت تنش  ضریب

 گردد.به صورت زیر ملاسبه می 29 يرابطه
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 نتایج  -11

له أسازي مسدر این قسمت به بیان نتایج برگرفته از مدل

رهی هاي مثلثی شش گترکدار تلت کشش با المان صفله

رد شبکه شود. در هر موو مربیی هشت گرهی پرداخته می

دست آمده از حل ه اولیه اج اي ملدود و شبکه نهایی ب

ها نشان داده شده تطبیقی به همراه درصد خطاي نسبی آن

هاي شدت ضریببرازش خط به  توسطاست. همچنین 

شدت تنش در  ضریبدست آمده از شبکه نهایی، ه تنش ب

 است. حاصل شده( r=0نوک ترک )

دست آمده از برنامه،  هجهت بررسی کارایی و صلت نتایج ب

دست ه شدت تنش با استفاده از نتایج ب ضریببه تییین 

پرداخته شده است.  ANSYS(ver 11)آمده از نرم اف ار 

با استفاده از دو المان  ANSYSله در برنامه أسازي مسمدل

هاي مورد استفاده در این پژوهش صورت مشابه با المان

و المان  PLANE2پذیرفته است. المان مثلثی شش گرهی 

 9که در شکل  PLANE82 هار ضلیی هشت گرهی 

 شوندمشخصات هندسی مربوط به هر یک مشاهده می

[88]. 

 

 
 

های مورد استفاده در شبکه بندی به کمک المان 4شکل

 ANSYS نرم افزار
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 با المان مثلثی شش گرهیسازیناشی از مدلنتایج 11-1

، بارگذاري و شرایط توان شبکه بندي اولیهمی 9در شکل 

دامنه از کل آن  9/8تکیه گاهی به وجود آمده از جدا شدن 

بندي د که براي شبکهدهکرد. نتایج نشان می هرا مشاهد

 المان مثلثی شش گرهی، درصد خطاي نسبی 921با  اولیه
0

 باشد.می 011/3

بکه شود. در شمشاهده می بندي نهاییشبکه 9 در شکل

المان مثلثی شش گرهی به درصد خطاي  133نهایی با 

0نسبی 
ها به کمتر ایم. یینی با اف ایش المانرسیده022/1

 رسیم.برابر می 81از دو برابر، به کاهش خطایی حدود 

 دست آمده از  ههاي تنش بضریببرازش خط به  1شکل 

ثی شش گرهی را نشان هاي مثلله با المانأسازي مسمدل

شدت تنش به  ضریبشود که مقادیر ملاحظه می دهد.می

یکدیگر ها و آنالی  تئوري با یابی تنشدست آمده از برون

شدت تنش  ضریبدهند. مقدار تطاب  قابل قبولی نشان می

لفه تنشؤاز روش برون یابی م
y  ناشی از حل تطبیقی

)1/2دي حدودعد اج اي ملدود )MPa m89/29 باشد؛ می

دست آمده از آنالی  ه شدت تنش ب ضریبدر حالی که 

)1/2تئوري )MPa m81/29 باشد.می 
 

 

 
 

  المان مثلثی شش گرهی اولیه شبکه 5شکل 

88/1ها، درصد =تعداد المان427ها، =تعداد گره118)  

  آزادی( یدرجه 1714با 

 
 

 المان مثلثی شش گرهیشبکه نهایی   6شکل 

ها، درصد =تعداد المان811ها، =تعداد گره1567)

42/1   آزادی( یهدرج 1116با 

 

 
 

های شدت تنش محاسبه  ضریببرازش خط به   8شکل 

 های مثلثی شش گرهیشده از المان

 

سازی با المان چهار ضلعی یج ناشی از مدلنتا 11-2

 هشت گرهی

ه در این قسمت نی  همانند بخش قبل، به بیان نتایج ب

هاي  هار ضلیی بندي دامنه با الماندست آمده با شبکه

 پردازیم. هشت گرهی می

بندي شود، در شبکهمشاهده می 4طور که در شکل همان

نسبت به  هاي  هار ضلیی هشت گرهیالماننهایی با 

بر کاهش  هاي مثلثی شش گرهی علاوهشبکه نهایی المان

المان  هار  999المان مثلثی به  133ها از تیداد المان

 28/1درصد به  29/1ضلیی، درصد خطاي نسبی نی  از 

به دلیل  این اف ایش دقت درصد کاهش یافته است که

در المان  هار ضلیی هشت  اف ایش جملات توابع شکل
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 .باشدگرهی می

شود با برازش خط مشاهده می 81همان طور که در شکل 

هاي  هار هاي شدت تنش ملاسبه شده از المانضریببه 

شدت تنش  ضریببراي  81/29ضلیی هشت گرهی عدد 

تئوري  يبا نتیجه آید که کاملاًدست میه در نوک ترک ب

 باشد.آن منطب  می
 

 
 

 گرهیچهار ضلعی هشت  المان شبکه اولیه 7شکل

61/4ها، درصد =تعداد المان216ها، =تعداد گره811)  

 آزادی( یدرجه 1427با 

 

 
 

 چهار ضلعی هشت گرهی المان نهایی شبکه 1شکل

ها، درصد =تعداد المان555ها، =تعداد گره1857)

21/1   آزادی( یدرجه 1516با 

 

 
 

های شدت تنش محاسبه  ضریببرازش خط به  11شکل 

 های چهار ضلعی هشت گرهیشده از المان

 

سازی با المان مثلثی شش نتایج ناشی از مدل 11-3

  PLANE2گرهی

حاصل از المان مثلثی شش  يشبکه اولیه 88در شکل 

شود. مشاهده می ANSYSنرم اف ار  PLANE2گرهی 

شش مثلثی  المان ياولیه يدرصد خطاي نسبی شبکه

باشد در صورتی که در درصد می 11/3گرهی برنامه عدد 

ین امر به دلیل درصد است که ا 24/1عدد  PLANE2المان 

هاي المان مثلثی شش گرهی برنامه اف ایش تیداد گره

 ي اولیه قابل توجیهدر شبکه PLANE2نسبت به المان 

 .است

 

 
 

    د =تعداPLANE2 (526المان یاولیه شبکه 11شکل 

21/8ها، درصد =تعداد المان241ها، گره   1152با 

 (آزادی یدرجه
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  =تعداد PLANE2 (1577 المان نهایی شبکه 12شکل 

51/1ها، درصد =تعداد المان821ها، گره   1186با  

 آزادی( یدرجه

 

نرم  PLANE2ز المان شبکه نهایی حاصل ا 82در شکل 

شود. با وجود کاهش تیداد مشاهده می ANSYSاف ار 

ها در این شکل نسبت به شبکه نهایی حاصل از المان المان

ها در این ( تیداد گره9مثلثی شش گرهی برنامه، )شکل 

شبکه اف ایش یافته است. این امر به دلیل تمرک  بیشتر 

با المان مثلثی  ینهای يها حول نقاط گرهی در شبکهالمان

 باشد.می PLANE2نهایی المان  يشبکه برنامه نسبت به 

 

 
 

های شدت تنش محاسبه  ضریببرازش خط به   11شکل 

 PLANE2های شده از شبکه بندی با المان

 

، 83با توجه به برازش خط به ضریب شدت تنش در شکل 

مقدار ضریب شدت تنش در نوک ترک با استفاده از المان 

PLANE2 ،33/29 آید.دست میه ب 

 

سازی با المان چهار ضلعی نتایج ناشی از مدل  11-4

 PLANE82هشت گرهی 

نرم  PLANE82نتایج حاصل از المان  ارائهدر این بخش به 

به  89و  89هاي پرداخته شده است. شکل ANSYSاف ار 

  89ي اولیه و نهایی و شکل شبکه يترتیب نشان دهنده

به فاکتورهاي شدت تنش با المان  هار برازش خط  ينلوه

دهد. همان را نشان می PLANE82ضلیی هشت گرهی 

شود مقدار فاکتور شدت تنش در نوک طور که مشاهده می

دست آمده ه ب PLANE2 ،33/29ترک مشابه با المان 

 است.

 
 

  =تعداد PLANE82 (181المان شبکه اولیه 14شکل 

46/1د ها، درص=تعداد المان111ها، گره    841با   

 آزادی( یهدرج

 
 =تعدادPLANE82 (1262المان نهایی شبکه 15شکل

22/1ها، درصد =تعداد المان1118ها، گره    6524با 

 آزادی( یدرجه
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 ANSYSو نرم افزار نتایج به دست آمده از برنامه  1جدول 

 
 

های شدت تنش محاسبه  ضریببرازش خط به  16شکل 

 PLANE82های لمانشده از شبکه بندی با ا

 

 مقایسه -12
و  PLANE2از دو المان  آمده دسته بنتایج  8 در جدول

PLANE82  نرم اف ارANSYS  و دو المان مثلثی شش

 يهگرهی و  هار ضلیی هشت گرهی به کار رفته در برنام

 حاصل از این پژوهش بیان شده است. 

ف ار شود برنامه در مقایسه با نرم اهمان طور که مشاهده می

ANSYS  در هر دو نوع المان براي رسیدن به درصد

 باشد. کمتري می نقاط گره ايخطایی مشابه، داراي تیداد 

دست آمده از نتایج برنامه در ه شدت تنش ب ضریبمقدار 

 توجیهی، دقت بسیار قابل ANSYSمقایسه با نرم اف ار 

 .دارد

سبی که درصد خطاي ن با اف ایش مرتبه المان، با وجود این

شدت تنش تغییر  ضریباما در می ان  ؛کاهش یافته است

 شود. ندانی مشاهده نمی

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 نتیجه گیری -13
 هیچ که در روش اج اي ملدود میمولی با توجه به این

مناسب  ، به ج  قضاوت مهندسی، براي تییینگونه اب اري

در دسترس  ،لمان به کار رفته و نی  دقت حلبودن اندازۀ ا

المان بیشتر بر اساس  هزو انتخاب اندا باشد،دسین نمیمهن

با  در این پژوهش گیرد،ده صورت میهاي داده شتوصیه

هدف جلب توجه ملققین، مهندسین و دانشجویان به 

هاي عددي به ویژه اج اي مسأله مهم خطاها در روش

مبانی تخمین خطا و حل تطبیقی در ضمن بیان  ملدود،

ش اج اي ملدود وفقی به عنوان یک اج اي ملدود، از رو

براي غلبه بر ملدودیت هاي روش اج اي ملدود  اب ار قوي

 .شدمیمولی، استفاده 
شی جهت رودر این مقاله به کمک اج اي ملدود وفقی، 

براي هر ترک در یک سازه  ، کهشدت تنش ضریبتبیین 

با قابلیت  قابل اعمال است، پیچیده و تلت بارگذاري دلخواه

میرفی گردید. همچنین توانایی الگوریتم به  ن بالااطمینا

جهت تخمین خطاي ANSYS تجاري  کار رفته در نرم اف ار

تللیل اج اي ملدود سازه هاي دو بیدي نسبت به روش 

که در این  (SPRبازیافت تنش بر مبناي نقاط فوق همگرا )

 پژوهش جهت تخمین خطاي اج اي ملدود استفاده شد،

نرم اف ار دهد که نتایج نشان میگرفت. مورد بررسی قرار 

ANSYS  در تللیل مسائل به کمک تخمین خطا و حل

روش به  بیشتري نسبت به يتطبیقی، دقت کمتر و ه ینه

  .دارددر این پژوهش  گرفته شدهکار 
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 تشکر تقدیر و  
این پژوهش با استفاده از اعتبارات پژوهشی دانشگاه صنیتی 

 م گردیده است. شاهرود انجا
 

 پی نوشت
1 Superconvergent Pach Recovery 

2 Advancing Front 
3 L2 Projection Method 
4 patch 
5 Energy Norm 
6 Neice and Marcal 
7 h-refinement 
8 p-refinement 
9 element subdivision (enrichment) 
10 r-refinement 
11 mesh regeneration or remeshing 
82 Unstructured 
83 Advancing Front 
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