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 عدي با استفاده ازدو بُ يل پايداري خطي جريان لايه مرزتحلي

 روش طيفي 

 
 ***واحد ضرغامي **، مجيد فيض آبادي فراهاني*محمد جواد مغربي

 
 

 چکيده

 كند. هنگاميكوچك سرعت اعمال شده بر سرعت متوسط جريان را بررسي مي داري خطي، تقويت يا زوال اغتشاش هايپاي نظريه هاي

كند، شرايط مرزي ورودي دامنه محاسباتي با استفاده از طور خطي گسترش پيدا ميه اولين مراحل توسعه خود، بيه مرزي در كه جريان لا

    آزمايشگاهي، از تحليل پايداري مکاني استفاده  نتيجه هايدر جهت تطبيق بهتر با شود. حل پايداري خطي مشخص مي نتيجه هاي

y)يدامنه فيزيک جبري تنگاش يك ازبا استفاده  شود.مي [0, ])yLÍ به دامنه محاسباتي( [0,1])hÍ  حل براي  شود،ميتبديل

 نتيجه هايدر مقايسه مقدار ويژه شده است.  مسألهروش طيفي استفاده شده است كه منجر به حل  ازسامرفيلد  -اور يهمعادل

ه ب ن بيان كرد كه تحليل رشد اغتشاش هايتواصورت مکاني و زماني، ميه ب تشاش هاينتيجه هاي تحليل پايداري اغآزمايشگاهي و 

-هاي كوچك بسيار دقيق كند اين امر در فركانستر توصيف مياغتشاشي را دقيق ناپايداري جريان لايه مرزي ويژگي هاي صورت مکاني،

 .باشدتر مي

 
 سامرفيلد، روش طيفي. -اور ي، معادلهيي، جريان لايه مرزتحليل پايداري خطهاي كليدي: واژه

 

,( Ăùºêù 
توان ثابت کرد که جريان آرام هنگامي در سيالات لزج مي

شود، ناپايدار که عدد رينولدز از مقدار بحراني بيشتر مي

توان آشفتگي جريان را پيش بيني ، ولي نمي]1[شودمي

 ) فرايند تبديل جريان آرام 1توان گذرش. لذا فقط ميکرد

کيفي شرح داد و توصيفي از صورت ه به مغشوش( را ب

رينولدز  تغييرهاي در زمان، مکان و حدود تغييرهاي

 .کردبحراني، براي تبديل جريان آرام به آشفته را بيان 

هاي  مسأله انتقال جريان از حالت آرام به مغشوش، در سال

بسياري از دانشمندان علم  پژوهش هاياخير موضوع 

ترين و پايداري خطي، قديمي ينظريهاست. مکانيک بوده 

  در بررسي تعيين محل گذرش نظريهترين توسعه يافته

 

 

                                                
                           

 

سرعت اضافه  نظريه  تقويت يا زوال اغتشاش هاي. اين است

پيشگام  .کندشده بر سرعت متوسط جريان را بررسي مي

  نخستين( است، چرا که براي 1881) 2پايداري، رينولدز اي

ريان آرام که پاسخي براي که فرض کرد، حالت جبار او بود 

ديفرانسيل ديناميکي سيال است، نماينگر نوع  معادله هاي

باشد، که در محدوده معيني ناپايدار از جريان مي ويژه اي

است )عدد رينولدز بحراني ( و به  جريان توربولانس تبديل 

گيري ( پي1881) 1توسط رايلي يبعد مطالعه هاي شود.مي

اي منجر شد، لذا براي پيچيده تلاش او به محاسبه هاي .شد

 کاري انجام نگرفت. پايداري نظريه مدت زيادي روي

محدود به،  ادامه کار رايلي انجام شد، در ابتدا کارهاي که در

                                                
1. Transition                           
2 . O.Reynolds
3 . Lord Rayleigh  
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)يعني حالتي که توزيع سرعت در  بودند. 1تاجريان کو

است(. مطالعه  ( موازي، خطيجريان بين دو صفحه )ديواره

ر به اين نتيجه شد که چنين انجام شده، منج يها

ه پس از ب.  مانددر تمام طول موج پايدار باقي مي هاييجريان

ود دست آمدن اين نتيجه منفي براي مدتي اين ذهنيت وج

مسأله  ينظريهي حل داشت که روش نوسانات کوچک برا

البته پس از مدتي مشخص شد که ، است  انتقال نامناسب

ت يک مثال اا جريان کوحقيقت ندارد، زير چنين ديدگاهي

يات يپس از آن بحث و بررسي با جز.  ويژه استخيلي 

طور کامل در ه يسکوزيته را بتر در حالتي که اثر و کامل

 1(، ميسز1098) 2سامرفيلد يوسيلهه گرفت بنظر مي

حاکم  معادله هاي صورت گرفت  (1014) 4( و هاپف1012)

( و سامرفيلد 1091) 5اور توسط يداريپا ينظريه حاکم بر

 ، که بعدها به معادلهدست آمده ب طور مستقله( ب1098)

سامرفيلد از اعمال  -. معادله اور شدسامرفيلد مشهور   -اور

و  از قبيل موازي و همگن بودن جريان ويژه ايشرايط 

 يبر روي معادله بسيار کوچک فرض کرد اغتشاش هاي

ن در ابتداي جريان و چو شودمياستوکس حاصل  -ناوير 

اين  پاسختوان ، مياستاين شرايط برقرار  به طور معمول

استوکس دانست.  -ناوير  ياوليه معادله پاسخمعادله را 

توان اثر پارامترهاي همچنين به کمک اين معادله مي

 پژوهش هاي. کرداري جريان را بررسي بر پايد متفاوت

 (1041) 6شوبار در مورد پديده انتقال توسط آميزيموفقيت

توسعه . شودپايداري خطي  نظريهتوسعه  منجر به ]2[

صورت  ]1[ (1088) 1ناپايداري ثانويه توسط هربرت نظريه

تر در وي باعث ايجاد يک فهم دقيق پژوهش هايگرفت. 

نتقال در چگونگي تسريع و يا به تأخير افتادن پديده ا

ته صورت گرف پژوهش هايشد. بسياري از مسايل پيچيده 

ز بيانگر اين مطلب بود که هنو ]4[( 1004) 8توسط کاچانف

                                                
1 . Couette flow 
2 . A.Sommerfield 
3 . R.Von Misses         
4 . Hopf 
5 . W. Orr 
6 . Schubauer 
7 . Herbert 
8 . Kachanov 

که منجر به ايجاد  اطلاعات دقيقي در مورد مکانيسمي

اختلال در جريان آرام و تبديل آن به جريان مغشوش شود 

نوين در زمينه پديده  پژوهش هاي ،وجود ندارد. بنابراين

هاي جديد عددي و  روش انتقال، بر مبناي استفاده از

دست آوردن فهمي دقيق از اين ه براي ب مايشگاهي،آز

 .استپديده 

ه يان لايجر از نوع ان مورد مطالعهيجر، پژوهشدر اين 

ک جسم جامد يال در مجاورت يس يوقت. است يمرز

 يصورت تنش برشه ر شرط عدم لغزش بيتاثحرکت کند، 

هيان، لاين اثر به داخل جريشود. با نفوذ ا يآن آشکار م در

ه ين لايشود که در ا يل ميتشک يه مرزيک به نام لاناز يا

سرعت در  يک ضخامت کم از صفر تا اندازهيسرعت در 

نماي  .  کندير مييتغ يه مرزيل خارج لايان پتانسيجر

نشان داده شده  1 در شکل يه مرزيان لايجر شماتيک

 .است

 

 
نماي شماتيك جريان لايه مرزي توسعه يافته  6 شکل

 ]6[مکاني

-( z Ăõ¹wÞù û¹½ÿj ¢Å¹ćwă Ă  ½ÿv-  ºöĊå¾ùwÅ 
خطي  معادله هايتحليل پايداري خطي بر مبناي  نظريه

شود . براي اين منظور فرض مياستاستوکس  -ناوير شده

هاي مناسب  وسيله مقياسه استوکس ب -ناوير  يمعادله

دست آوردن معادله ه اند. براي ببعد شدهطول و سرعت بي

 گيريم: زير را در نظر مي ضيه هايسامرفيلد فر -اور

 متوسط، يهاي سرعت و فشار را به يک مولفهمولفه ¶

( )( ) , ( , )U y P x y  و  يک  مولفه  اغتشاشي 

  ( ( , , ) , ( , , ))u x y t p x y t¡  . کنيمتجزيه مي ¡

̸̹̿ 
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(1) ( , , ) ( ) ( , , ),u x y t U y i u x y t¡= + 

(2) ( , , ) ( , ) ( , , ).p x y t P x y p x y t¡= + 

 يدر معادله .استبردار واحد در جهت اصلي جريان  iکه 

که با فرض  استپروفيل متوسط زماني سرعت   U(y) بالا

(  امتداد xموازي بودن جريان تنها در جهت اصلي جريان )

 دارد.

که  طوريه ، بهستندک هاي اغتشاشي بسيار کوچمولفه ¶

 توان صرفنظر کرد.ها ميغير خطي اين مولفه جمله هاي از

 يمستقل از زمان معادله پاسخ هايهاي متوسط ، مولفه ¶

 .هستنداستوکس   -ناوير

 حرکت و پيوستگي خطي شده عبارت معادله هاي ،بنابراين

 ند از:ا

 

(1) 
2

( )

1
,

Re

u u U
U y v i

t x y

p u

¡ ¡µ µ µ
¡+ + =

µ µ µ

¡ ¡-Ð + Ð

 

(4) 0.u¡ÐÖ = 

ه سرعت و فشار ب هاي اغتشاش هاييبا فرض اينکه مولفه

 هاي حرکتي باشند، داريم: صورت موج

(5) ( ){ }ˆ( , , ) ( ).exp ,u x y t u y i x ta w¡ = - 

(6) ( ){ }ˆ( , ) ( ).exp .p x t p y i x ta w¡ = - 

ثابت  مقدارهاي
r iia a a= و  +

r iiw w w= در واقع  +

يا فرکانس  rwعدد موج ،  raمختلط هستند. عددهاي

 iw و 1شد مکانينرخ ر ia، اي اغتشاش هايسرعت زاويه

 .است 2نرخ رشد زماني

توان فرض کرد له، ميبدون از دست دادن جامعيت مسأ

0rw>0. اگرia= فقط  آنگاه اغتشاش هاي، فرض شود

زماني  اغتشاش هايخواهد بود، که به آن  tو  yتابعي از 

به آن ، در نظر گرفته شود =0iwاگر  شود.گفته مي

 شود. براي حالت اغتشاش هايميمکاني، اطلاق  اغتشاش

                                                
1. Spatial  
2. Temporal 

0iخنثي ،  ia w= ، که در دو حالت زماني و بوده =

و  a ،wبين  ي. رابطهاستمکاني داراي حل يکسان 

 :است صورت زيره سرعت موج ب

(1) .c w a= 

خطي  معادله هاي( در 6( و )5) معادله هايبا جايگذاري 

زير براي بردارهاي ويژه سرعت و  معادله هايشده حرکت، 

ˆ),(ˆ),(ˆ)( )فشار  ypyvyu)آيد.دست ميه ب  

(8) 
2

ˆ ˆ( )

1
ˆ ˆ ˆ( ) ,

Re

i U c u U v

i p u u

a

a a

¡- + =

¡¡è ø- + -ê ú

 

(0) 21
ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ,

Re
i U c v Dp v va a¡¡è ø- =- + -ê ú

 

(19) ˆ ˆ( ) 0.i u Dva + = 

D  عملگر( مشتق اول در جهت عمود بر جريانy )است . 

توان به يک ( را مي19( و )0(، )8) معادله هايدستگاه 

 .کردديفرانسيل معمولي به شکل زير تبديل  يمعادله

 

(11) ( )( ) ( ){ }

2 2 2

2 2 2

ˆ( )

ˆ ˆRe

D v

i U c D v D U v

a

a a

- =

- - -
 

 .استسامرفيلد مشهور   -اور  يکه به معادله

 صورت: ه با تعريف تابع جريان ب

(12) ( )( , , ) ( )exp ( ) .x y t y i x cty j a= -

 

ه عدي سرعت بهاي دو بُبين تابع جريان و مولفه يرابطه

 . صورت زير خواهد بود

 

(11) ( )( )

( , , )

ˆ( ).exp ,

u x y t

u y i x ct
y

y
a

¡ =

µ
- =

µ

 

 

(14) ( )( )

( , , )

ˆ( ).exp .

v x y t

v y i x ct
x

y
a

¡ =

µ
- =-

µ

 

و بردارهاي  ويژه سرعت و فشار  f()رابطه بين تابع ويژه 

 عبارت است از:

 ̷

̸̹̀ 

̸͊͊ 



 محمد جواد مغربي و همکاران                                                         

 

 

 پايداري خطي جريان لايه مرزي دو بعُدي با استفاده از روش طيفي تحليل  

 6331،تابستان  3مجله فناوري و آموزش، سال اول، جلد اول، شماره   

(15) ˆ( ) ,u y yj=µ µ 
(16) ˆ( ) ,v y iaj=- 
 

(11) 2

ˆ ( )

1
( ) ( ).

Re

p y

U U cj j j a j
a

=

¡ ¡ ¡¡¡ ¡- - - -
 

( 11سامرفيلد ) -اور يبا قرار دادن تابع جريان در معادله

 م داشت:خواهي

 

(18) 

2

2 4

( )( )

2
Re

U c U

i

j a j j

j a j a j
a

¡¡ ¡¡- - - =

-
¡¡¡¡ ¡¡è ø- +ê ú

 

 يسامرفيلد يک معادله -اور  يکه معادله از آنجايي

اعمال  احتياج به حل آن ،استچهار  يديفرانسيل مرتبه

چهار شرط مرزي دارد ،که اين شرايط مرزي براي جريان 

صورت عدم وجود اغتشاش و گراديان ه لايه مرزي ب

)زاد اغتشاش در مرز جريان آ  . است (0و مرز صلب ) ¤+(

               ياز اين رو شرايط مرزي ديريشله و نيومن براي معادله

 . شودسامرفيلد در نظر گرفته مي -اور 

(10) ( ) ()0 0j j+¤ = = 

(29) ( ) ()0 0j j¡ ¡+¤ = = 

 

.ï ¤ÆÆñĂõ¹wÞù  ć¿wÅ Ăć ½ÿv(  ºöĊå¾ùwÅ 
صورت زير ه سامر فيلد ب -اور  يفرم ماتريسي معادله 

 خواهد بود :

(21) A cj j= 

 که :

 

(22) 

2 2 1 2 2

2 2

( ) [ ( )

( )]
Re

U

U

A D I D I

i
D I

a a

a
a

-

¡¡

= - L - -

L + -
 

 ، که در آن:است( يک مسأله مقدار ويژه 21) يمعادله
¶      I  يماتريس واحد از مرتبه N است. 
¶     N  تعداد نقاطي که براي گسسته سازي در جهتy  

 استفاده شده است.

¶   ,  U U¡¡L L هاي قطري بوده که  اتريسم

U,مقدارهاي U¡¡  در مختصات گسستهy  روي قطر اصلي

 آنها قرار دارد.

که سامرفيلد  -اور ييک فرض ساده کننده در معادله

)عدد رينولدز بسيار بزرگ باشد )Re¤ مربوط به

 به عبارت ديگر موقعي ، است جريان غير لزج

)که )0nمربوط به  صورت با حذف جمله هاي ، در اين

( که 21سامرفيلد به معادله ) -اور يويسکوزيته در معادله

 ، خواهيم رسيد:استمشهور  رايلي يبه معادله

(21) 2 0
U

U c
j a j

¡¡å õ
¡¡- + =æ ö

-ç ÷
 

. لذا براي حل تنها به دو استدو  ياين معادله از مرتبه

 مرزي نياز داريم. شرط  

 

.(, ć½vºĉw~ Ăõ¹wÞù ô³ ćwĄÉÿ½ 

فيلد براي سامر -اور يدانيم معادلهطور که مي همان 

    لزج مورد استفاده قرار  محاسبه پايداري جريان هاي

گيرد، براي حل اين معادله مقدار ويژه، دو روش وجود مي

 دارد.

 الف : پايداري زماني

 ب : پايداري مکاني 

 6اري زمانيپايد ïالف 

شود در اين در زمان در نظر گرفته  رشد اغتشاش هاياگر 

2pl صورت طول موج اغتشاش هاي
a

يک مقدار  =

سامرفيلد  -حقيقي و معلوم است. در اين حالت معادله اور

اي که به يک معادله aو  Reبراي هرجفت از عددهاي 

)بع ويژه داراي تا )v y  ويژه  مقدارهايوr ic c ic= + 

در اين صورت مسأله مقدار ويژه به  .مي شود، تبديل است

 صورت پارامتري زير معرفي مي شود.
(24) ( )Re, , , , 0i rf U c ca = 

انگر نش icو سرعت فازي اغتشاش هاي rcکه در آن

صورت ن در اينرخ رشد يا دمپ شدن اغتشاش هاست 

 داريم:

                                                
1 . Temporal Stability 

̸̷̺ 
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(25) ( ){ }ˆ( ) ( ).expv y v y i x cta¡ = - 

)با توجه به اينکه ترم  )exp i xa  يک ترم پريوديک

 است:

(26) ˆ( ) ( ).exp( )i rv y v y c t c ta a¡ = + 

 icو شد اغتشاش هار يگيريم که رابطهو از آن نتيجه مي

 : استبه صورت زير 

0icÛ  نسبت به زمان و رشد اغتشاش هاي  <

 ناپايداري

0icÛ  حالت خنثي   =

0icÛ  نسبت به زمان و دمپ اغتشاش هاي   >

 پايداري

 6پايداري مکاني -ب 

در مکان در نظر گرفته شود در اين  ها اگر رشد اغتشاش

شود و صورت فرکانس امواج يک مقدار حقيقي و معلوم مي

 . عدد موج يک مقدار مختلط است

(21) (Re, , , , ) 0r if U w a a= 

(28) ( ){ }ˆ( ) ( ).expv y v y i x cta¡ = - 

)معلوم و wکه درآن  )exp ri xa  يک ترم پريوديک است

 در نتيجه داريم:

(20) ( ) ( ).exp( )r iv y v y i x i xa a¡ ¡= + 

 رشد اغتشاش هاي يگيريم که رابطهو از آن نتيجه مي

 : استبه صورت زير  iaو

0iaÛ  ناپايداري رشد امواج نسبت به مکان و >

0iaÛ  پايداري دمپ امواج و <

0iaÛ  حالت خنثي =

 

.(-  āÂĉÿ ½vºêù ĂõmÆù ô³ 

طور که در بخش قبلي مشخص شد، هيچ حل  همان

مستقيمي براي مسأله مقدار ويژه مکاني وجود ندارد و اين 

  يدر معادله Aآن است که امکان ارزيابي ماتريس  به علت

اما از نگرش نگاشت مختلط  براي حل  د.( وجود ندار21)

                                                
1 . Spatial Stability 

 -اور يتوان استفاده کرد. ابتدا بايستي معادلهمکاني مي

هاي مختلط متفاوت حل  سامرفيلد زماني براي عدد موج

از  ،محاسبه شود. بنابراين w()اي شود و فرکانس زاويه

هاي )دوتايي aاي از فضاي مختلط  يک نگاشت در ناحيه

( ),r ia a  و ناحيه اي در فضاي مختلط )w هاي )دوتايي

( ),r iw w استفاده کنيم  بايد توجه شود )cw a= 

 .متفاوت استمقدار ويژه  Nشامل  c،که در آن 

نشان داده  2نماي شماتيک از اين نگاشت در شکل 

 ي، يک حل زماني معادلهaبا توجه به هر  .]5[شده است

مکاني  يوجود دارد. حل معادله wسامرفيلد براي  -اور

عدد موجهاي  يافتن فيلد )مقدار ويژه( در واقعسامر -اور

هايي با قسمت موهومي صفر  مکاني وابسته به فرکانس

( عدد موجي که مولفه 5) يبا توجه به معادله. است

  2در شکل  1Dموهومي آن از همه کوچکتر باشد )نقطه

 .شودميمعرف موجي است که از همه ديرتر مستهلک 

متفاوت هاي a ي متقارن بينوابستگ

( )1 1 1 1 1 1 1, , , , , ,A B C D E F G  وw( ), , , , , ,A B C D E F G 

در پي مشخص  ،تشريح شده است. بنابراين 2در شکل 

)شدن  ),   ReU y توان به سادگي عدد و فرکانس ، مي

دست آورد. بردارهاي ويژه که وابسته به ه ا بموج مکاني ر

     دسته ويژه مکاني هستند نيز به راحتي ب مقدارهاي

 آيند.مي

 
 .]w]5و  aمختلط  نگاشت بين صفحه هاي 2شکل 

 

.(.   ¢Ý¾Å āÂĉÿ ćwă½v¹¾z ô³ 

 اش هاياغتش وجودان موازي، جري فرضيه هايبا استفاده از 

 معادله هايهاي حرکتي ) صورت موجه سرعت و فشار ب

̸̸̺ 
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به طور عدي، (، بردارهاي ويژه سرعت و فشار دو بُ(6( و )5)

( و 16( و )15) معادله هايبا ارزيابي سمت راست  مستقيم

 پژوهش محاسبه هايشود. در اين محاسبه مي (11)

استفاده از روش  ، با yپايداري خطي در فضاي فيزيکي 

يات آن در بخش ينگاشت طيفي انجام گرفته است، که جز

 شود.بعدي تشريح مي

 

.(/  ĈæĊÕ Çÿ½,  

روش طيفي به همراه روش تفاضل محدود و المان محدود، 

ديفرانسيل  معادله هاييکي از سه روش اصلي در حل 

 ي. اگر حلي براي يک معادلهاستمعمولي و جزئي 

يا جزئي با دقت بالا در يک محدود ديفرانسيل معمولي 

به طور باشد،  نياز 1هاي همواربا داده 2محاسباتي ساده

معمول روش طيفي بهترين گزينه است. از مزاياي روش 

هاي  طيفي دقت بسيار بالاي اين روش در مقايسه با روش

 .استالمان محدود و يا تفاضل محدود 

 در روش طيفي اين است که يک تابع نخستمرحله 

هاي فوريه معمول  تخمين انتخاب کنيم. انتخاب سري

است، اما اگر تابع حقيقي، متناوب نباشد با مشکل مواجه 

اي پيشنهاد تخمين يک چند جمله ،شويم. بنابراينمي

يک  4«چبيشف»اي در اين مورد چند جمله .است بهتري

ه اي چبيشف بچند جمله شکل. استانتخاب عمومي 

 .ودشميه يصورت زير ارا

(19) () ()
0

N

n n

n

a Tj h h
=

=ä 

 آيد :دست ميه ( ب8-1وسيله  معادله )ه ب nTکه در آن 

(11) () ()( )cos cosnT nh h= 

]هاي چبيشف در بازه  ايچند جمله به ازاي جميع  0,1[

 گيرد.مي قرار ihنقاط 

(12) ( )cos 2      1,2,...,i i N i Nh p= = 

                                                
1 . Spectral method 
2 . Simple computational domain 
3 . Smooth data 
4 . Chebyshev polynomial 

 تئوري ماتريس تفاضل چبيشف

1Nبراي هر ماتريس ديفرانسيل طيفي چبيشف  ²
ND 

)با  )( )1 1N N+ ³  Nتا  0سطر و ستون که از +

 : استصورت زير ه شود، بنشان داده مي

 

 

(11) ( )
( )

( )

( )

1

2

1

1

0

2(1 )

1
     

      

 if  i j  with 2,  1

i
ii

i

i j

j

ij

i j i

k
k

ij ij

i

D

c
D

c

D D

c c

h

h

h h

+

=-
-

-
=-

-

=

¸ = =

 

 
 
 

.(/(,  ĈæĊÕ ¢Éwòý Çÿ½0 

 =h[0,1]ه شده فقط در بازه يعملگرهاي مشتق ارا

 لايه مرزيولي چون قلمرو فيزيکي  اند،شده  تعريف 

0, yLè øê ú
 يا به عبارتي، لذا نياز به يک تغيير متغير و،  است 

نگاشتي براي تبديل قلمرو فيزيکي به قلمرو محاسباتي 

 . داريم [0,1]

 زير را داشته باشد : ويژگي هاسنگاشت مورد نظر بايد  

يعني خطوط شبکه  نگاشت بايد يک به يک باشد، -1

 . هم خانواده نبايد يکديگر را قطع کنند

                                                
5. Mapped spectral method 
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هاي  از نقطه نظر عددي، در مناطقي که گراديان -2

شديد جريان وجود دارد ، بايستي توزيع نقاط 

 . متراکم، هموار و اعوجاج شبکه کم باشد شبکه،

متعامد  به تقريبخطوط شبکه بايد متعامد و يا  -1

 . باشند

صورت ه ب ،پژوهشمورد استفاده در اين  جبريتبديل 

)فيزيکي  يکه دامنه است( 14) يمعادله )0 yy L¢ را  ¢

)به محدوده محاسباتي   )0 1h¢  کند.تصوير مي ¢

(14) 
0 0( ) ( (1 ))y yy L y y Lh h= + - 

نگاشت است و ميزان پارامتر 0y يکه در اين رابطه

، 0y¤کند. در کشيدگي را تعيين مي

( ) yy y Lh ه يکه يک شبکه بندي منظم را ارا ،

مي توانيم توزيع شبکه را روي شبکه  1در شکل  .دهدمي

کشيده شده با 
0 y y0.5  ,  L 6  ,  N 50y = = با نگاشت  =

 .کردذکر شده، مشاهده 

 
 قلمروهاي فيزيکي و محاسباتي يمقايسه  3شکل 

 

شت محدوده ديفرانسيل، براي نگا معادله هاي تبديل هاي

اي زنجيره قانون هايفيزيکي به محدوده محاسباتي طبق 

 : استصورت زير ه اي ببراي مشتقات پاره

 

(15) 
()

() ()1 1

     

ij ij

f y
y

D y D
y

h

h
h

µ
¡\ =

µ

µ
\ =

µ

 

(16) 
() () ()

2 2
2 2 1

2ij ij ijD y D D
y y

h h
h h
å õµ µ

\ = +æ ö
µ µç ÷

 

 

(11) () ()

() ()

3

3 3

2 3
2 1

2 3
3

ij ij

ij ij

D y D
y

D D
y y y

h
h

h h h
h h

å õµ
\ = +æ ö
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µ µ µ
+
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(18) 

() ()

() ()

()

4

4 4

24 2
1 3

4 2

2
2 3
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2 3
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3 4
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y y y
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h h h
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اي هاي پاره( با استفاده از مشتق21ويژه )حال مسأله مقدار 

ه دامنه محاسباتي ب در مرزي شود. شرايطمي حل بالا

 صورت زير خواهد بود :

(10) () ()0 0 0j j¡= = 

(49) () ()1 1 0j j¡= = 

شود و تحليل پايداري طور کامل محدود ميه حال مسأله ب

تواند انجام شده، ميخطي در يک پروفيل سرعت داده 

 . گيرد

 

/ (  ć½vºĉw~ ªĉw¤ý 
 تجربهپروفيل سرعت جريان اصلي در  پژوهشدر اين 

  صورت دو عدي ، بهپايداري خطي مکاني لايه مرزي دو بُ

  زير در نظر گرفته شده است: ياو چند جمله يک جمله اي

 
 

(41) 

4

3 7 7 10

9 13

( ) 0.332 0.00023

1.998 10 1.571 10

1.13 10

U y y y

y y

y

- -

-

= - +

³ - ³ +

³

 

   و
 

 

(42) ()

( )

4

2

4
1.8 1.9683     0

9

4
1 0.81(1 )       1

9

1                             y 1

y y y

U y y y

ë å õ
- ¢ ¢æ öî

ç ÷î
î å õ
= - - ¢ ¢ì æ ö
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î ²
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 مقايسه بين قسمت حقيقي تابع ويژه توانيم 4در شکل 

( )yj0.23 ، براي حالتي که  ,  Re= 1000a=  را

 ̷

̸̸̾ 

̸̷̾ 
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)براي  دست آمدهه ب هاينتيجه .کردمشاهده 

0.23  ,  Re= 1000a= ) 1نيزدر هاينتيجهبا 

شبيه سازي   نتيجه هاي مقايسه شده است.] 1[ (1081)

به  (42( و )41) معادله هايطيفي براي پروفيل سرعت 

مولفه   6 و 5هاي  در شکلبر هم منطبقند.  طور کامل

در  v() جريانعمود بر و u() سرعت در جهت جريان

اند. شده ، نشان داده=Re= 500a  ,  0.2حالتي که

و  2اشميت نتيجه هايدست آمده با ه ب نتيجه هاي

و دقت روش  درستياند. که شده مقايسه ]1[ 1هنينگسون

شود که دهد. ملاحظه مييحل استفاده شده را نشان م

پروفيلهاي سرعت تابع ويژه، در مرز آزاد صفر، و در فاصله 

 .مي از مرز داراي بيشترين تغييرهاستک

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                
1 . Drazin 
2. Schmid  
3. Henningson 

دست آمده از شبيه ه ب نتيجه هاياختلاف اندکي که بين 

وجود  6و  5هاي  منتشر شده در شکل نتيجه هايسازي با 

دليل تفاوت در پروفيل سرعت انتخابي براي جريان ه دارد، ب

هر شبيه سازي مکاني جريان لايه  در. استلايه مرزي 

مرزي با نيرو هاي  اغتشاشي  تصادفي در مرز ورودي، 

مشخص بودن سرعت در جهت متقاطع جريان در شرايط 

     اي برخوردار است، زيرا مرزي ورودي از اهميت ويژه

بايستي سرعت در جهت متقاطع جريان در مرزها صفر مي

 ،عبارت ديگر شرايط حل پذيري ارضاء شوده باشد و يا ب

سامرفيلد  -اور يهر نيروي اغتشاشي که از معادله ،بنابراين

که از مولفه سرعت متقاطع  آيد، در صورتيمي دسته ب

براي  تواندبه عنوان نيرو استفاده کند مي v()جريان 

مشخص کردن مرز ورودي دامنه محاسباتي به کار رود. در 

به عنوان  vشبيه سازيهاي مستقيم عددي لايه مرزي از

 شود.ستفاده مينيروي اغتشاشي ا

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

)مقايسه بين قسمت حقيقي تابع ويژه  4شکل  )yj  ،

(.خطوط تو پر =Re= 1000a  ,  0.23براي )

نتيجه هاي   Aو  ]Drazin  (6836)]1نتيجه هاي  

 شبيه سازي طيفي براي پروفيل سرعت

 (42و ) (46معادله هاي ) 
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  ]Schmid and Henningson (2006)]7  نتيجه هاي

 
 (46) يپروفيل سرعت معادله يبراشبيه سازي طيفي 

 
 (42) يپروفيل سرعت معادله ييه سازي طيفي براشب

در  vمقايسه بين مولفه هاي سرعت  5شکل 

0.2  ,  Re= 500a= 

 
 ]Schmid and Henningson (2006)]7  نتيجه هاي

 
 (46) يپروفيل سرعت معادله يشبيه سازي طيفي برا 

 
 (42) يپروفيل سرعت معادله يطيفي برا شبيه سازي

 در  uمقايسه بين مولفه هاي سرعت   1شکل 

0.2  ,  Re= 500a= 
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0(  ć¾Ċñ Ă¬Ċ¤ý 
اش روي پروفيل تحليل پايداري خطي در جهت اعمال اغتش

لايه سرعت متوسط در مرز ورودي دامنه محاسباتي جريان 

، دامنه يک نگاشتعدي انجام شد. با استفاده از دو بُ مرزي

در جهت عمود بر جريان به  لايه مرزيفيزيکي جريان 

دامنه محاسباتي واحد تطبيق داده شد. از روش نگاشت 

بودن طيفي براي حل مسأله مقدار ويژه با فرض موازي 

  -اور يجريان استفاده شد. مدل سازي عددي معادله

ه طور کامل شرح داده شد. توابع ويژه سرعت به سامرفيلد ب

سامرفيلد شرايط لازم براي شبيه  -دست آمده از معادله اور

 کنند.را  ارضاء مي لايه مرزيسازي مستقيم عددي جريان 
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