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  چكيده

هاي  روش ارايهو  ها همراه با توسعه ، كاربرد فراواني دارد. كاربرد اين روشمتفاوت مسايلهاي عددي در حل  امروزه استفاده از روش

هاي عددي چون اجزاي محدود، در حل عددي بوده است. هرچند روش مسايل متفاوتجديد و نو به منظور، پاسخگويي به نيازهاي 

هاي  عنوان يكي از روشه گير و پرهزينه است، اما در اين ميان روش نقاط محدود بهاي چندوجهي بسيار وقت عدي و با المانبُسه مسايل

نقاط  كه توانسته است با قابليتهاي منحصر به فرد خود نظر بسياري از محققان را برانگيزد. در اين مقاله ضمن معرفي روشبدون شب

سريع و مناسب هاي عنوان يكي از روشه شود. در ادامه از اين روش بعددي با استفاده از اين روش تشريح مي مسايلمحدود، حل عددي 

نقاط،  متفاوتحاصل از روش نقاط محدود با استفاده از توابع شكل و توزيع  نتيجه هايشود. ها استفاده ميدر تعيين توزيع تنش زير پي

شود. مقايسه هاي سنتي و تجربي و همچنين روش اجزاي محدود مقايسه ميهاي رايج ديگر چون روش مورد تحليل قرار گرفته و با روش

 تري دارد. روش اجراي محدود، سرعت و دقت قابل قبول به ويژهها  مقايسه با ديگر روش دهد كه روش نقاط محدود درنشان مي نتيجه ها

 

 محدود، توزيع تنش محدود، روش بدون شبكه، روش اجزای روش نقاط  كليدي: واژه هاي

 
 

 مقدمه -1
آوری كامپيوتر در ر فنهمزمان با پيشرفت سريع و چشمگي 

استفاده برای  های عددی مورداخير، روش یطي چند دهه

مهندسي و علمي، توسعه و تنوع قابل توجهي  مسايلحل 

    ها، روش  ترين اين روش از جمله معروف .انديافته

 دود، روش احجام محدود و روش اجزایهای محتفاضل

و  هاويژگي ،هر يك دارای مزاياكه  هستندمحدود 

های محدود تا  های تفاضل است. روش ويژهكاربردهای 

 طولاني، تنها روش موجود حل عددی نسبت بهمدتي 

رفت. اما كاربرد اين ديفرانسيل به شمار مي معادله های

شد كه امكان توليد شبكة ي محدود ميمسايلروش به 

اين  ای در دامنه آنها وجود داشت.منظم از نقاط گره

هايي با  روشبه  پژوهشگرانمحدوديت باعث شد كه 

 محدود و روش اجزای يشتر چون احجامپذيری بانعطاف

 . شوندمحدود معطوف 

 

 

 

 

 
 

امروزه عنوان  های منحصربفردقابليتبا محدود  اجزایروش 

   پذيرترين  يكي از معروفترين، كارآمدترين و انعطاف

. رودبشمار ميمهندسي  مسايلحل در های عددی روش

 :از عبارت اندمحدود  اجزایهای روش قابليت

دلخهواه از نظهر شهكل  یا دامنههي بلمسايقابليت كاربرد در 

) ههای تيييراتهي و  وزنهي امكان اسهتفاده از روشهندسي، 

همگرايهي و ، ترپايين یشكل ضعيف( و توابع شكل با مرتبه

برخوردار بهودن از مفهاهيم فيزيكهي قابهل ، دقت قابل قبول

ادگي تئوری و سههولت سو  درك مانند سختي، كار و انرژی

 .امه های كامپيوتری مربوطبرن ینسبي در ارايه

 مسايلدر برخورد با برخي ، اين روش امزاياين در كنار 

 دهد:های متعددی نشان مي، محدوديتويژه

، عدیبُسهه مسهايلدر گير و پرهزينه بودن توليد شبكه وقت

 مسهايلدر های چهاروجهي له با المانكاهش دقت حل مسأ

تار المان بها ، تخريب ساخعدی با شكل هندسي پيچيدهبُسه

بهه   و نيهاز های بهزر در تيييهر شهكلتييير شهكل دامنهه 

هها يهك مسهير ، مهرز بهين المهانهابندی مجدد المانشبكه

انتشار تهرك  مسايلدر فرض برای توسعه و رشد ترك پيش
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در حل شدگي( ای مشكلات عددی)قفلبروز پارهو خستگي، 

بهه يها  پهذيرنا الاستيسيته برای مهواد تهراكم مسايلعددی 

 تراكم ناپذير. تقريب

 محدود  اجزایها ساختار روش عامل اصلي اين نارسايي

لذا  های سازگار استای از المانمبتني بر شبكهاست كه 

به   پژوهشگراناخير توجه بسياری از  یدههدر سه

 اجزای ینيازی به شبكه است كه در آني روش یتوسعه

عنوان، ه كلي بور هايي به طمحدود نباشد. چنين روش

 شوند. چنين ميشناخته  1"های بدون شبكهروش"

دارای مزايای متعددی  مسايلهايي در حل عددی روش

 :]1[هستند

 ای است كه با ای از نقاط گرهله مبتني بر شبكهحل مسأ

 اند.توزيع دلخواه در سطح دامنه پراكنده شده

 اجزایتر از روش بسيار ساده 2يند اصلاح شبكهافر 

ای ای اضافي در ناحيهود است. با افزودن نقاط گرهمحد

 افزايش داد.را دقت حل در اين ناحيه توان مي، ويژه

 های كامل به عنوان توابع پايه ایجمله توان از چندمي

 .كردجهت تقريب تابع مجهول استفاده 

 الاستيسته  مسايلحل ند و تعريف المان نيستمند نياز

استفاده از اين روش با مشكلات  برای مواد تراكم ناپذير با

و  پاسخ ها)همگرا شدن  كمتری همراه خواهد بود

 .(شدگيقفل
 

در تحليل عددی بدون  شده انجام مطالعه های -2

 شبكه
روش "تحقيقات در اين زمينه تحت عنوان  نخستين

توسط جنسن  "های دلخواههای محدود در شبكهتفاضل

عدی، ه از سری تيلور دوبُدر اين روش با استفاد انجام گرفت.

 مقدارهایلازم برای مشتقات توابع بر اساس  ضريب های

اند. اين تحقيق گامي اساسي در ای آنها به دست آمدهگره

های نامنظم نقاط به شمار زمينة درونيابي توابع در شبكه

 ارايهكه توسط موناقان  SPH 3 وش بدون شبكةر رود.مي

ای از تنها مجموعه ،از دامنهتقريب توابع هر قسمت ، در شد

حل در روش ابتدا اين . داردنقاط با توزيع دلخواه نياز 

سازی حركت و انفجار با مرز نامعين مانند شبيه مسايل

در حل عددی آن امروزه از  و ستارگان به كار گرفته شد

                                                
1. Meshless Methods 
2. Mesh Refinement 
3 . Smooth Particle Hydrodynamics 

مكانيك سيالات به طور گسترده استفاده  مسايل

از ، توسط نيرولز "های پراكندهروش المان" .]2[شودمي

ه داستفابرای تقريب توابع حداقل مربعات متحرك روش 

ر اساس له بحاكم بر مسأديفرانسيل  معادله های و كندمي

روش  "بليچكو در . ]3[شوندمي ارضایروش گالركين 

 روش المانهای پراكندهاز توسعه  "بدون المان گالركين 

كامل گيری مشتق ،وجه تمايز اين دو روش استفاده كرد كه

های پراكنده كه در روش الماندر حالياست از توابع شكل 

 4PUMروش در . شوداز مشتقات برخي از جملات صرفنظر 

از توابع شكل طبقاتي ، شد ارايهتوسط بابوشكا و ملنك كه 

ز روشهای تيييراتي به به منظور درونيابي توابع مجهول و ا

 .]4[شودده ميديفرانسيل استفا منظور ارضای معادله های

توابع شكل بر اساس از  5RKPM روش ليو و همكارانش در

ای كه به گونه استفاده كردند،يك تبديل انتگرالي 

شكل در سطح آنها تعريف ای كه اين توابع زيردامنه

ه جايي در سطح دامنه را ب شوند قابليت تيييرشكل و جامي

روش ن توان از آن به عنواآخرين روشي كه مي .]5[داراست

نام دارد كه  6"روش نقاط محدود"بدون شبكه نام برد 

ست. ويژگي اصلي اشده  ارايهسط اونياته و همكارانش تو

ديفرانسيل در نقاط  اين روش ارضای مستقيم معادله های

. در اين روش برای درونيابي توابع مجهول از استای گره

 هروش اوليدر شود اما مي دههای تقريب استفانواع روشا

، از تقريب به روش حداقل مربعات وزني نسخه اصلي()

 .]6[است شدهاستفاده 

 

 روش نقاط محدود یم شده در زمينهجاتحقيقات ان  1-2

های محدود برای ناپايداری و عدم همگرايي روش تفاضل

های نامنظم يكي از مشكلات اساسي اين روش است شبكه

های طوری كه به شكل شبكه و نحوه انتخاب گرهه ب

همسايه بسيار حساس  است. تلاش برای رفع اين 

 ارايهروش نقاط محدود  را  پژوهشگرانمحدوديت باعث شد 

  دهند.

توسط ليزكا و  "hpروش ابرهای " 1996در سال 

معرفي روش تقريب حداقل مربعات متحرك، با همكارانش 

در اين روش جديد برای  .شد ارايهنحوة انتخاب توابع وزن و 

ای تابع، مقدار هبر مقدار گر افزونواقع بر مرز،  هایگره

                                                
4 . Partition of Unity Method 
5 . Reproducing Kernel Particle Method 
6 . Finite Point Method 
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ي آن در جهت بردار عمود بر مرز نيز به ای مشتق سويگره

در بار  نخستينبرای  .]7[شودزادی منظور ميآعنوان درجه 

تحت  را روش نقاط محدوداونياته و همكارانش  1996سال 

 ارايه "روش نقاط محدود در مكانيك محاسباتي"عنوان 

با انتخاب حداقل مربعات متحرك و در اين روش  .كردند

، مشتق اول توابع در هر پاسخ ها سازیپايداربرای  ،وزني

نقطه با شيب خط واصل بين اين دو نقطه و نقطه ای در 

و  مسايلسرعت حل و دقت حل  .شدمجاورت آن جايگزين 

های همچنين حساسيت اندك حل نسبت به تعداد گره

گي يك گره از مزايای اين روش در انتخاب شده در همساي

روش جديدی برای در  ،اونياته .]8[استسيالات 

 ای ارضای معادله هایبه ج، پاسخ هاپايدارسازی 

 های بسيار كوچكديفرانسيل تعادل روی المان

روی يك ناحيه محدود از  )ديفرانسيلي(، اين معادله های

و شكل جديدی از معادله های  شوندميدامنه اعمال 

در روش اين  شود.له حاصل مييفرانسيل حاكم بر مسأد

است محدود  ی حساب تيييرهاینظريه ارايه یپايهحقيقت 

پايدارسازی در عنوان يك روش قدرتمند ه باكنون كه هم

محدود به  اجزایانواع روشهای بدون شبكه و حتي روش 

 .]9[دوشميكار گرفته 
 

 دودها و مزايای روش نقاط محويژگي 2-2

روش همانند هر روش عددی ديگر، دارای مزايا و ين ا

است. مهمترين مزايای اين روش  ويژه ایهای نارسايي

 است از: عبارت

  ديفرانسيل و شرايط مرزی به  كه معادله هایاز آنجا

شوند، اصولا نيازی به مي ارضایشكل مستقيم در هر گره 

 گيری وجود ندارد.تشكيل شبكه نقاط انتگرال

  گيری وجود ندارد لذا يازی به انتگرالروش ناين در

، به طور چشمگيری بيشتر از سرعت مسايلسرعت حل 

 اجزایهای مبتني بر انتگرال از قبيل روش حل با روش

 محدود و روش بدون المان گالركين است.

  محدود و روش بدون المان گالركين،  اجزایروش در

شرايط  ديفرانسيل و یفرم ضعيف حل جايگزين معادله

 معادله هایشود. حال آنكه در نقاط محدود، مرزی مي

ارضای  ديفرانسيل و شرايط مرزی به صورت مستقيم

 به طور عمومي، معادله های شوند كه اين نحوه ارضایمي

  دهند.جواب هموارتری را بدست مي

هايي در كنار مزايای فوق، روش نقاط محدود، محدوديت

 ند از:ا رين آنها عبارتنيز دارد كه از جمله مهمت

  حاصل از اين روش به  پاسخعدم همگرايي يكنواخت

همگرايي از نوع ای )گره ی افزايش تعداد مجهول هایازا

hبع پايه برای تقريب تابع مجهول (  و يا افزايش تعداد توا

در روش نقاط محدود مشاهده  .است( pهمگرايي از نوع )

ای، دقت حل ط گرهشود كه با وجود افزايش تعداد نقامي

 يابد.كاهش مي

  تخمين خطا در روش نقاط محدود يكي از ابهامات اصلي

رود كه هنوز پاسخ مربوط به اين روش به شمار مي

نشده است و دستيابي به الگوريتم  ارايهمناسبي برای آن 

برای روش نقاط محدود را با دشواری مواجه  1حل تطبيقي

 ساخته است.

  ريف نيروهای متمركز به شكل امكان تعدر اين روش

صورت ه هر نيروی متمركز بايد بو  مستقيم وجود ندارد

. همچنين شودای محدود بيان ش در ناحيهيك توزيع تن

گيری گاهي بايد از انتگرالترتيب نيروهای مجهول تكيه

 .گردندگاهي  در يك ناحيه محدود محاسبه تنشهای تكيه

 ارايهد، عدم های روش نقاط محدويكي از محدوديت 

 ماتريس سختي متقارن است.

 

 معادله هایموجود حل عددی های  روش -3

 ديفرانسيل
ديفرانسيل و  یمعادله ،مهندسي مسايلحل عددی  در

شكل  شود.ميحل شرايط مرزی روی يك دامنه مشخص، 

ه نشان دادكلي معادله و شرايط مرزی به صورت زير 

 :شودمي

(1)    




onuB

inuA

c 0)(

0)(
    

A وcB  عادله ديفرانسيل و شرايط به ترتيب اپراتورهای م

زير  . همچنين هستندمورد نظر  یمرزی مسأله

       كه معادله ديفرانسيل بايد است  nR ای ازمجموعه

بيانگر مرز دامنه مورد نظر  و شود آن ارضای یدرباره

ايط مرزی بايد بر روی آن اعمال شود. ماهيت است كه شر

هندسي  مسايليفرانسيل و شرايط موجود در د معادله های

از يك سو و تنوع اشكال هندسي مورد مطالعه در اين 

از سويي ديگر، دستيابي به حل تحليل اين گونه  مسايل

                                                
1 -Adaptive Solution 

901 
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دو و سه  در حالت های ويژهبه  موردها بيشتررا در  مسايل

به طور  ،روسازد. از اينعضا غيرممكن ميعدی دشوار و ببُ

 مسايلهای عددی جايگزين حل تحليلي اين روش معمول

ديفرانسيل به دو  معادله هایيند حل عددی فرا .شوندمي

 :شودميبخش تفكيك 

 ( ایگسسته )گره مقدارهایول بر اساس تقريب تابع مجه

 آن

 و شرايط مرزی بر حسب ديفرانسيل  یمعادله ارضای

 .تقريبي تابع

 

 روش حداقل مربعات وزني 1-3

های تقريب توابع در ترين شيوهيكي از متداولاين روش 

  nبا   یدامنه روشدر اين . استهای بدون شبكه روش

 ،اندای كه به طور دلخواه در آن توزيع شدهنقطة گره

امنه در اين د u(x)ای تابع گره مقدارهای كه مفروض است

ام -i. تابع تقريبي مورد نظر در همسايگي گره هستند معلوم

گره  inبا  iای )ابری( تحت عنوان كه شامل زير دامنه

 شود.زير در نظر گرفته مي صورت(، به 1باشد )شكلمي

(2    )       )()()()(
1

~

xPxPxuxu T
m

i

ii  


              

بردار توابع پايه  x(P(تابع پايه و xPi)(فوق، یدر معادله

ای انتخاب گونه به xPi)(شوند. توابع پايهمي خوانده

فضای برداری چند  دركاملي  یپايه P(x)شوند كه بردارمي

ها با مرتبه مورد نظر باشد. اين توابع پايه برای ایجمله

 ند از:ا عبارتعدی حالت دو بُ

(3)                                       Ty   ,x  , xP 

(4  )                  T2  y xy , ,x y ,  ,x  , xP 

(5)  

T32232  y  ,xy y ,x ,x,y xy , ,x y ,  ,x  , xP

 

ي ی مختصات فضايبرداری است كه حاو  xمعادله هااين در 

های انتخاب شده در زير تعداد گرههمچنين  استهر نقطه 

in د )نشوبيش از تعداد توابع پايه انتخاب ميدامنة هر گره، 

> mهایب دست آوردن ضريه (. در اين حالت برای بl 

  بايد ميانگين خطای تقريب را كمينه كرد.

 
 گره n با )الف( دامنه          گره in با iامنه دزير )ب(

 .6شكل 

 

همچنين به خاطر بهبود كيفيت تابع تقريبي در مجاورت 

 ی( تابع وزن مناسبي برای محاسبهام-iگره مركزی )گره 

شود و اين ميانگين خطا به كار گرفته ميميانگين خطا به

 .شودميصورت زير تعريف 

  (1)            

 2
1

2
~

1

)()(

)()(

j

T

j

n

j iji
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j iji

xPuxxw

xuuxxwj

















 

 :داريمبرای كمينه شدن ميانگين خطا 

(7   )                               ni
j

i

,...,1,0 





                                      

 معادله هایدستگاه  7 یدر معادله 6 یبا جايگذاری معادله

 شود:ميای به شكل زير تشكيل گسسته

(8)                                                   uBAα  

 :داريم بالا یدر معادله

(9)                



in

j

jjijiw
1

T )()()( xPxPxxA 

(11) 

 )()(),...,()( 1 ii niniiji xPxxwxPxxwB 

 دهد ( نتيجه مي8ماتريسي ) یحل معادله   

(11 )                                            uBAα   

، تابع تقريبي 2 یدر معادله بالا یدلهاز معاαجايگذاری 

 دهد.دست ميه مورد نظر را به شكل زير ب

(21                   ) uxNuBAxPx  Tu 

، عبارت است از ماتريس سطری كه N(x)در معادلة اخير 

 .استام –i حاوی توابع شكل نظير گره

  

 انتخاب تابع وزن 2-3

زن در روش حداقل مربعات هدف از در نظر گرفتن تابع و

است لذا  كيفيت تقريب در نزديكي گره مركزی یوزني ارتقا

ای انتخاب گونه تابع وزن مورد استفاده در اين روش بايد به
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شود كه اولاً در محل گره مركزی حداكثر مقدار خود را 

داشته باشد و ثانياً با دور شدن از گره مركزی، مقدار آن 

تابع بايد تابعي  يعني كندفر ميل اهش يافته، به سمت صك

اير نقاط واقع در زير دامنه بين نقطة مركزی و س یاز فاصله

 شود:ميتعريف د كه چنين باش

(31    )                                   rww
ii

 xx 

 داريم:همچنين 

(41   )                              
ii

r xxxx  

 2تابع وزن گوسي محدود كه در شكل  از مقاله در اين

زير  صورت شود و به، استفاده مينمايش داده شده است

 شود:تعريف مي

(15) 


















m

m

m
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 ضريب هایدر اينجا 
m

r r  وc r  در

 اند.نظر گرفته شده

 
 

  rب تابع وزن بر حس .2شكل 

 

 ها دامنه ريزانتخاب  3-3

با نحوه توزيع بايد  ام-iزيردامنه انتخاب شده برای گره 

توزيع يعني در ها در دامنه، هماهنگي داشته باشد. گره

ای يا مربعي و برای های دايرهزير دامنه ،همسانگرد

های بيضوی يا مستطيلي، های ناهمسانگرد، زير دامنهتوزيع

 (.3)شكل  هستندمناسب 

ربعي، با ای يا مهای دايرهدر صورت استفاده از زيردامنه

در معادله  Aها، ماتريسگره ةافزايش ناهمسانگردی شبك

نهايت منفرد خواهد شد. در در تدريج بدرفتار و ( به8)

های ممكن است گره ،ها نامنظم باشدصورتي كه شبكه گره

كزی ها به گره مرترين گرههر زيردامنه از ميان نزديك

انتخاب شوند. در چنين شرايطي زيردامنه انتخاب شده 

توان دايره شكل هندسي منظمي نخواهد داشت، اگرچه مي

محيطي اين زيردامنه را به عنوان شكل هندسي زيردامنه 

 .كردمنظور 

 
 ها)ب( توزيع همسانگرد گره    ها)الف( توزيع ناهمسانگرد گره

 . 8شكل 

 

 روش نقاط محدود به معادله هایحل عددی  -4

 استاندارد
گره، شامل  nو تعداد  با مرز  ( دامنه 4مطابق شكل )

dn  گره در داخل دامنه وbn  گره روی مرز اختيار

يك از  برای برقراری تعادل در اين دامنه بايد هر  شود.مي

در حالت تعادل باشند. همچنين  4نقاط آن مطابق شكل 

های معلوم نيز بايد يها و جابجايشرايط مرزی شامل تنش

ار باشند. هدف تعيين ميدان در محل نقاط مرزی برقر

ل و تعاد معادله هایای است كه به گونه xu)(يجابجاي

  :شرايط مرزی زير برقرار باشند

(16)                                 inbST 0                               

(17)                                
t

T ontn  0
_

                              

(18  )                                
uonuu  0

_

0
                                 

 
 )الف( تعادل المان           )ب( شرايط مرزي و طبيعي        

 .4شكل 

,,,بالا معادله هایدر 
_

0 ubu  ند از ا به ترتيب عبارت

ي در تانسوز تنش دو بعدی، ميدان جابجايشكل برداری 

های معلوم روی مرز و بردار ، بردار تنشyو  xراستای 
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  .ي روی مرزمعلوم جابجاي مقدارهای

nSپارامترهای همچنين   ماتريسبه ترتيب بيانگر  ,~

ماتريس اپراتورهای و  های بردار نرمال مرز درهر نقطهمولفه

 ند.ستهتعادل  معادله هایگيری مربوط به مشتق

تمامي اين  بايد 18تا  16 معادله هایبرای حل عددی 

حل . در حل نمودحسب يك تابع مجهول بر معادله های

 معادله های به طور معمول ،الاستيسيته مسايلعددی 

ي مرتب حسب ميدان جابجايتعادل و شرايط مرزی بر

مورد نظر با استفاده از  معادله هایمنظور بدين شوند. مي

 معادله هایكرنش و همچنين  -بنيادی تنش معادله های

مدول  و  Eي با فرض اينكه حاكم بر كرنش و جابجاي

الاستيسيته و ضريب پواسون ماده مورد نظر باشند، به 

 :شوندصورت زير بازنويسي مي

(19    )                        inbDSuST 0                              

(21                )           t

T ontDSun  0    

(21          )                        uonuu  00                   

های تنش و مولفه رابطه های ماتريس D بالا معادله هایدر 

 چنيني در همسايگي هر گره ميدان جابجاي. كرنش است

 :شودتقريب زده مي
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 :داريم بالا یدر معادله
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در محل هر گره  21تا  19 معادله هایبرای حل عددی 

شود. با توجه به  ارضایبايد يكي از اين سه دسته معادله 

 ارضایاينكه تابع مجهول در هر نقطه دارای دو مولفه است. 

در هر گره دو معادله گسسته بر حسب  بالا معادله های

دهد و بدين ترتيب دست ميبه vو  uگره ای  مقدارهای

    ای به صورت زير تشكيل گسسته معادله هایدستگاه 

 :شودمي

(52           )                      121222   nnnn FuK 

 

 های واقع در داخل دامنه گره  1-4

ع در داخل دامنه لازم است های واقدر محل هر يك از گره

 22 یجايگذاری معادلهبا . شود ارضای 19تعادل  یمعادله

گسسته به صورت زير  یدر اين معادله، يك زوج معادله

 شود:حاصل مي

(62     )                              
121222 

 inni FuK                       

 داريم:در اين رابطه 

(27 )                                      niii KKK ,...,1                                       
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 (29    )                                      )(
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 های واقع بر مرز با شرايط طبيعيگره  2-4

های واقع بر مرز با شرايط در محل هر يك از گره

روی آن معلوم است(، تنش  مقدارهایطبيعي)مرزی كه 

در  22 یجايگذاری معادلهبا  .شود ارضای 21 یبايد معادل

 حاصل خواهد شد يعني:يك زوج معادله  21 یمعادله
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(23  )                                               )( ii xtF  

 

 های واقع بر مرز با شرايط ضروری گره  3-4

های بر مرز با شرايط ضروری )مرزی در محل هر يك از گره

 یي بر روی آن معلوم است( معادلهمقدارهای جابجايكه 

 یدر معادله 22 ی. با جايگذاری معادلهشودمي ارضای 21

 :شودمانند قبل يك زوج معادله گسسته حاصل ميه، 24

(33         )                                )(
22 ijij xNK 
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(43   )                                         )(012 ii xuF 


                              
 

 و توزيع تنش لهتشريح مسأ -5
به منظور بررسي كارآيي و دقت روش عددی نقاط محدود 

توزيع تنش در  ه استشدتحقيق تلاش اين ها در در خاك

پي نواری مورد بررسي قرار گيرد. يك خاك تحت بارگذاری 

حاصل از روشهای تجربي و تحليل  نتيجه هایبدين منظور 

مقايسه با هم محدود و نقاط محدود  یاجزاسنتي، 

در راستای مركز  خاك در عمقتنش  مقدارهاید. نشومي

با  نتيجه هاپي و راستای گوشة پي از هر روش محاسبه و 

 د.نشويكديگر مقايسه مي

 

 مصالح ويژگي هایله و مسأ فرضيات  1-5

با رفتار الاستيك همگن، همسان شود خاك فرض مي 

اك مورد نظر بر اساس مشخصات . مشخصات خاستخطي 

آمده است. همچنين پروفيل  1يك رس متوسط در جدول 

 الف-5 ع پي و شرايط بارگذاری مطابق شكلخاك، نو

 .باشدمي

 

 مشخصات خاك و پي .6جدول 

 مشخصات پي نوع خاك

 بتني صلب مصالح رس متوسط

3/18 mKn
 

 نواری نوع پي

MPaE 2  
 m 2 عرض پي

3.0  
ضهههخامت 

 پي
60 Cm 

KPaC 30  

شهههههدت 

 تنش

100   

KN/m2 

 

 سنتيبر اساس روابط تحليل  نتيجه های  2-5

اينكه خاك ( با فرض 1885بوسينسك ) طبق نظريه های

يك محيط كشسان، همگن،  همسان و نيمه بينهايت است 

بر  مقادير تنش را تخمين زد. توان در اعماق كم خاكمي

اين اساس توزيع تنش در خاك تابع شدت بار، عمق مورد 

 .ب(-5)شكل نظر و فاصلة نقطه مورد نظر از محور بار است

 (53)                             ),,( rZQf              

شده است، كليه  ارايهدر روش ديگری كه توسط وسترگاد 

شود اما از بوسينسك در نظر گرفته مي ایهفرضيه

. شودمينظر تيييرشكلهای جانبي توده ارتجاعي خاك صرف

صلبي محدود  صفحه هایوسيله ه عبارتي تودة خود به ب

تنش  مقدارهایشود كه شده است. اين فرض باعث مي

حاصل از روش وسترگاد كمتر از تنش حاصل از روش 

ده از روش بوسينسك با اين حال استفا بوسينسك باشد.

 همواره در جهت اطمينان خواهد بود.

 qتحت اثر فشار يكنواخت  Aتنش قائم در نقطة  مقدارهای

      مطابق شكل Bكه بر سطح يك پي نواری به عرض 

 شود، چنين محاسبه مي شود:وارد مي (الف-6)

(63)         )2( 


 CosSin
q

QZ 

ار تنش در اعماق كم محاسبه مقديك روش بسيار ساده در 

است. در اين روش   1:2خاك فرض توزيع تنش با شيب 

ه كه تنش در زير يك پي نواری يا پي تك ب مي شودفرض 

 يابدای از هر طرف مطابق شكل گسترش ميصورت ذوزنقه

 .ب(-6)شكل

 

 
 )ب(                     .5شكل         )الف(                          

 

 
 )ب(                     . 1شكل           )الف(                        

 

 محدود اجزایتيك به روش تحليل الاس نتيجه های  3-5

الاستيسيته و  مسايلاستفاده از روشهای عددی برای حل 

به كاربرد متنوعي دارد.  متفاوتدر مصالح پلاستسيسته 

ی حاصل از تحليل روشها نتيجه هایمنظور مقايسه 

تحليل   Plaxisافزار   با استفاده از نرم، تلاش شد تا متفاوت

انجام شود. تحليل توزيع تنش زير پي خاك توزيع تنش در 
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انجام گرفت، يكبار بر اساس رفتار  متفاوتبه دو صورت 

صورت ه بخاك  یرفتارمدل الاستيك مصالح و بارديگر 

مدل تحليل تنش كرنش بر  .شدفرض موهركولمب مدل 

 ایگره 6های  ای و با استفاده از المانكرنش صفحهس اسا

استوار است و در محاسبه مقادير تنش و كرنش فقط تاثير 

خاك  یر نظرگرفته شده است و از وزن تودهبارگذاری پي د

با فرض  خاك یحبابهای تنش در توده صرفنظر گرديد.

و با فرض رفتار  7رفتار الاستيك خاك در شكل 

  نشان داده شده است.  8شكل خاك در  موهركولمب برای

مشخص است، در تحليل اجزای  7 طور كه در شكل همان

محدود توزيع تنش در خاك و با فرض رفتار الاستيك برای 

متر يا عرض  2خاك، شدت تنش تا عمق مشخصي حدود 

يابد. پي به صفر رسيده و پس از آن مقداری افزايش مي

 نسبت به روش عمقدر  آنهمچنين شدت و سرعت تييير 

اين  نتايجتفاوت ديگری كه  های قبل بسيار متفاوت است.

و زياد مقدار تنش  پراكندة دهد، تيييرهایتحليل نشان مي

 پي و تا عمق يك متری است.  یدر راستای گوشه

 
 .7شكل 

    
 .3شكل 

 

 تحليل الاستيك به روش نقاط محدود نتيجه های  4-5

فواصل  بابا تعريف نقاطي بر اساس روش نقاط محدود 

در مشخص و با درنظر گرفتن تابع شكل مناسب، تحليل 

چهار حالت متفاوت از نظر فواصل نقاط و توابع شكل انجام 

 شود:مي

 متر 5/1و  25/1نقاط  یهفاصل -

 3 یو درجه 2 یتابع شكل درجه -

حداكثر توان تابع است.  تابع شكل،منظور از درجه  -

وشتن برنامه تحت نرم افزار كليه مراحل تحليل با ن

Matlab  خروجي  نتيجه هایصورت گرفته است و

تنش در اعماق خاك در راستای مركز پي و  مقدارهای

 اند. راستای گوشة پي به منظور مقايسه استخراج شده

 

 نتيجه ها یمقايسه 5-5

( بيانگر توزيع تنش در خاك بر ب-9( و )الف-9شكل )

كه برای راستای  ستهای تجربي و سنتي ااساس روش

برابر عرض پي  4متری يا  8پي تا عمق  یمركز پي و گوشه

دهد كه ها نشان مي رسم شده است. مقايسه اين شكل

 به نسبتتوزيع تنش در راستای مركز پي برای هر دو روش 

رسد اما در اعماق كم، مقدار تنش بر يكسان به نظر مي

است. در  1:2اساس روش بوسينسك بيشتر از روش توزيعي 

 مقدار تنش در هر روش به هم 3Bمتری يا  3عمق حدود 

پي وضعيت بسيار  یشود. توزيع تنش در گوشهنزديك مي

تنش در  مقدارهایعبارتي ه دهد و بمتفاوتي را نشان مي

دهد كه هر روش با هم متفاوت است. اين شكل نشان مي

توزيع تنش به روش بوسينسك همواره بزرگتر از توزيع 

 است. 2:1تنش 

راستای محور مركزی پي و محور توزيع تنش قائم در 

آمده است.  ب-11و  الف-11های پي در شكل یگوشه

ها مشخص است، در تحليل اجزای همانطور كه دراين شكل

محدود توزيع تنش در خاك و با فرض رفتار الاستيك برای 

متر يا عرض  2خاك، شدت تنش تا عمق مشخصي حدود 

يابد. يده و پس از آن مقداری افزايش ميپي به صفر رس

آن در عمق نسبت به  همچنين شدت و سرعت تيييرهای

ج های قبل بسيار متفاوت است. تفاوت ديگری كه نتاي روش

و زياد مقدار  پراكنده دهد، تيييرهایاين تحليل نشان مي

 تنش در راستای گوشة پي و تا عمق يك متری است. 
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ر توزيع تنش در خاك بر بيانگ ب-11و  الف-11شكل 

 الف-11تحليل نقاط محدود است. شكل  نتيجه هایاساس 

توزيع تنش در راستای مركز پي و شكل  ینشان دهنده

پي است. اين  یبيانگر توزيع تنش در راستای گوشه ب-11

تحليل  متفاوتچهار حالت  نتيجه هایشكلها بر اساس 

متفاوت نقاط محدود يعني متفاوت بودن فواصل نقاط و 

 اند. بودن توابع شكل رسم شده

تحليل هر چهار روش تحليلي  نتيجه های الف-11در شكل 

دهد كه تييير در فاصله نقاط و تييير تابع شكل، نشان مي

در هر  به تقريبدر نتايج خروجي تاثيری مشخصي دارد و 

طور مشخص ه حالت اندكي با حالت ديگر متفاوت است. ب

كمتر از  3جه اصل از تابع شكل درتوزيع تنش ح مقدارهای

 .است 2 یتابع شكل درجه

 
 گوشه پي)ب(:                      مركز پي)الف(:             

 .9شكل 

 
 رفتار موهركولمب(: ب)        رفتار الاستيك (:الف)  

 .61شكل 

 
 )ب(: گوشه پي                 )الف(: مركز پي           

 .66شكل

 
 وشه پيگ(: ب)                (: مركز پيالف)          

 .62شكل 

 

گر توزيع تنش در راستای محور ( نيز بيانب-11شكل )

نيز نشان  نتيجه هاپي است. همانند حالت قبل اين  یگوشه

به دهد كه توزيع تنش در اعماق خاك در هر حالت مي

حاصل  نتيجه هایيكسان است اما تفاوت اندكي در  نسبت

مقدارهای تنش در كه مشخص است  طوریه دارد. ب وجود

باشد كمتر از حالتي  m 0.25نقاط  یشرايطي كه فاصله

 است.  0.5mاست فاصلة نقاط 

اين تحليل نشان داد كه نوع تابع  نتيجه هایهمچنين 

تنش تاثير  مقدارهای( بر 2 یيا درجه  3ی درجه) شكل

ديگر نزديكتر هر دو نتيجه بر يك به تقريبمشخصي دارد و 

 طوریه شوند. اين انطباق به فاصلة نقاط وابسته است بمي
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تحليل هر  نتيجه هایباشد،   m 0.25نقاط  یكه اگر فاصله

شوند. به منظور تر ميدو نوع تابع شكل به يكديگر نزديك

حاصل از تحليل توزيع  نتيجه های، متفاوتارزيابي روشهای 

  اند. شكلدهتنش در عمق خاك، در يك شكل رسم ش

توزيع تنش قائم در راستای محور  یدهندهنشان الف-12

توزيع تنش در راستای  یدهنده( نشانب-12پي و شكل )

تحليل هر روش  نتيجه هایپي است كه بر اساس  یگوشه

 استوار است.

 

 گيریبندی و نتيجهجمع -6
توان بر مي كبا فرض رفتار الاستيك، همگن و همسان خا

 پژوهشگراني رابطه هایالاستيسته يا  طه هایراباساس 

چون بوسينسك، وسترگاد، نيومارك و غيره توزيع تنش در 

ها  بر اين روش افزونخاك را بطور تقريبي تعيين كرد. 

های عددی چون اجزای محدود و با استفاده از روش

نيز رايج است. در بين  متفاوتافزارهای استفاده از نرم

شبكه كه در های بدونده از روشهای عددی استفاروش

 مسايلاند نيز در حل های اخير توسعه روزافزوني يافته لسا

با استفاده از مقاله مهندسي كاربرد دارد. در اين  متفاوت

عنوان يكي از روشهای بدون شبكه، ه روش نقاط محدود ب

توزيع تنش در زير يك پي نواری مورد بررسي قرار گرفت و 

. نتيجه اين شدها مقايسه ا ديگر روشحاصل ب نتيجه های

 صورت خلاصه چنين بيان كرد:ه توان بها را ميتحليل

  مقدارهایتوان تا حدی مي 1:2روش تقريبي توزيع 

تقريبي تنش در راستای محور مركزی پي را تعيين كند 

پي  یوش مقدار تنش در راستای محور گوشهاما در اين ر

كه مهمترين ضعف اين نيز همانند محور مركزی پي است 

 روش است.

 عنوان يكي روش تحليلي نسبت به ه روش بوسينسك، ب

پي نشان  یرا در راستای گوشهروش تقريبي نتايج بهتری 

 دهد.مي

 افزار روش اجزای محدود كه با استفاده از نرمPlaxis 

انجام شده است، برای هر دو فرض رفتار الاستيك و مدل 

دهد ان مييكساني را نش هاینتيجه كولمب رفتاری موهر

اين نكته باشد كه خاك هنوز  یتواند نشان دهندهكه مي

 در حد الاستيك قرار دارد.

  روش نقاط محدود با توجه به فرضياتي كه در تحليل آن

بفرد و قابل قبولي  منحصر نتيجه هایدر نظر گرفته شد، 

در راستای محور آن  نتيجه هایطوری كه ه را نشان داد ب

پي در حد معقولي قرار دارد.  یزی و محور گوشهمرك

های ديگر  اين تحليل نسبت به روش نتيجه هایانحراف 

بالاتر  یشكل مرتبه تابع هایبا استفاده از . نيستزياد 

مقاله  . در ايندست يافتبهتری  نتيجه هایتوان به مي

استفاده شد تا تاثير  3و  2 ینيز از دو نوع تابع درجه

 تفاوت های. شودمشاهده  نتيجه هایدر  بالا تيييرهای

  كه انتخاب  استبيانگر اين مطلب  حالت هاجزئي 

ضمن داشتن  2 یو توابع شكل درجه 25/1 هایفاصله

 3 یدر مقايسه با توابع درجه سرعت حل عددی بالاتر

 تواند قابل قبول باشد.مي
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